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Abstract
The purpose of this work is to introduce a notion of affine stacks, which
is a homotopy version of the notion of affine schemes, and to give several
applications in the context of algebraic topology and algebraic geometry.
As a first application we show how affine stacks can be used in order
to give a new point of view (and new proofs) on rational and p-adic homo-
topy theory. This gives a first solution to A. Grothendieck’s schematization
problem described in [18].
We also use affine stacks in order to introduce a notion of schematic ho-
motopy types. We show that schematic homotopy types give a second solution
to the schematization problem, which also allows us to go beyound rational
and p-adic homotopy theory for spaces with arbitrary fundamental groups.
The notion of schematic homotopy types is also used in order to construct
various homotopy types of algebraic varieties corresponding to various co-
homology theories (Betti, de Rham, l-adic, . . . ), extending the well known
constructions of the various fundamental groups.
Finally, as algebraic stacks are obtained by gluing affine schemes we de-
fine ∞-geometric stacks as a certain gluing of affine stacks. Example of ∞-
geometric stacks in the context of algebraic topology (moduli spaces of dga
structures up to quasi-isomorphisms) and Hodge theory (non-abelian peri-
ods) are given.
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0 Introduction
Le but principal de ce travail est de pre´senter une notion de champ1 affine,
ge´ne´ralisation de nature homotopique de la notion de sche´ma affine, et d’en donner
plusieurs applications que nous allons commencer par re´sumer.
• Dans un premier temps on montrera comment la notion de champs affines
peut-eˆtre utilise´e afin de re´interpre´ter ge´ome´triquement, et d’e´clairer, les
the´ories de l’homotopie rationnelle et p-adique (par exemple au sens de
[41, 3, 4, 56, 34, 16, 37]). Ceci passe par l’existence d’un foncteur d’affination,
associant a` tout type d’homotopie un champ affine ve´rifiant une proprie´te´
universelle. Nous proposerons cette construction comme une premie`re solu-
tion au proble`me de la sche´matisation de A. Grothendieck de [18] (voir aussi
l’appendice A).
• Les champs affines seront utilise´s pour de´finir une notion de type d’homotopie
sche´matique que nous proposons comme mode`les pour construire des types
d’homotopie de varie´te´s alge´briques. Nous de´montrerons l’existence d’un
foncteur de sche´matisation, associant a` un type d’homotopie (au sens usuel)
un type d’homotopie sche´matique ve´rifiant une proprie´te´ universelle. Cette
construction donne une seconde solution au proble`me de la sche´matisation,
et permet de plus d’aller au-dela` des the´ories de l’homotopie rationnelle et
p-adique pour des espaces a` groupes fondamentaux arbitraires.
• On construit, pour les the´ories cohomologiques usuelles de la ge´ome´trie alge´-
brique (Betti, de Rham, Hodge, l-adique et cristalline) des the´ories homo-
topiques associe´es dont les valeurs sont des types d’homotopie sche´matiques.
On espe`re que ces the´ories d’homotopie capturent des informations arithme´-
tiques et/ou ge´ome´triques inte´ressantes. Dans le cas des varie´te´s complexes
projectives et de la the´orie de Betti, on explique comment le type d’homotopie
associe´ posse`de une de´composition de Hodge ge´ne´ralisant les structures de
Hodge sur la coholomogie, le groupe fondamental et sur le type d’homotopie
rationnel. De meˆme, dans le cas de la cohomologie cristalline le type d’ho-
motopie associe´ posse`de une structure de F -isocristal (due a M. Olsson, voir
[40]), et pour le cas de la cohomologie l-adique une action continue du groupe
de Galois du corps de base. On propose aussi une construction d’une variante
non-abe´lienne des applications d’Abel Jacobi.
• Tout comme un sche´ma (ou plus ge´ne´ralement un champ alge´brique) est
obtenu par recollement de sche´mas affines, on peut recoller des champs affines
pour obtenir une notion de champs ∞-ge´ome´triques. Cette notion, qui est
une ge´ne´ralisation de la notion de champs alge´briques, permet de re´soudre de
1Dans ce texte l’expression champ signiefira toujours champ en ∞-groupoides. Un mode`le
pour la the´orie des champs (que nous utiliserons) est celui des pre´faisceaux simpliciaux de A.
Joyal et R. Jardine (voir [30, 28]).
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nouveaux proble`mes de modules qui ne peuvent eˆtre raisonnablement re´solus
a` l’aide de la notion usuelle de champs alge´briques. On construit par exem-
ple le champ∞-ge´ome´trique qui classifie les structures d’alge`bre diffe´rentielle
gradue´e a` quasi-isomorphismes pre`s. On construit aussi le champ∞-ge´ome´-
trique classifiant les filtrations sur une alge`bre diffe´rentielle gradue´e com-
mutative, que l’on utilise pour de´finir une application des pe´riodes non-
abe´liennes qui controˆle la variation de la filtration de Hodge sur le type
d’homotopie rationnel d’une famille de varie´te´s complexes lisses et projec-
tives.
Certains des points pre´ce´dents seront traite´s en de´tails, mais d’autres feront
l’objet d’articles a` parts entie`res et ne seront que survole´s dans ce travail.
De´crivons a` pre´sent le contenu mathe´matique de cet article.
Champs
Un mode`le ade´quat pour une the´orie des champs en ∞-groupoides est la
the´orie des pre´faisceaux simpliciaux (voir [30, 28, 29, 2, 13]). Ainsi, le mot champ
signifiera pour nous un objet de la cate´gorie homotopique des pre´faisceaux simpli-
ciaux. Pour un anneau k, nous conside´rerons la cate´gorie des sche´mas affines sur
Spec k, munie de la topologie fide`lement plate et quasi-compacte. La cate´gorie ho-
motopique des pre´faisceaux simpliciaux sur ce site sera notre cate´gorie des champs
sur Spec k.
D’apre`s les travaux fondamentaux [30, 28] la the´orie homotopique des champs
admet une structure de mode`les. Une conse´quence importante, et non triviale, de
l’existence de cette structure de mode`les est l’existence de constructions standards
tel que les limites et colimites homotopiques. De fac¸on plus pre´cise la cate´gorie de
mode`les des pre´faisceaux simpliciaux est un topos de mode`les, au sens de [60]. Ceci
implique en particulier des proprie´te´s d’exactitudes additionelles de la the´orie des
champs, comme par exemple l’existence de Hom internes. Il est bon de garder a`
l’esprit que la the´orie des champs fonctionne de fac¸on tout a` fait similaire a` celle
des faisceaux. Une pre´sentation de quelques constructions et proprie´te´s standards
de la the´orie des champs fait l’objet du chapitre §1.
Champs affines
La notion de champs affines sur un anneau k est une version de´rive´e de la
notion de sche´mas affines, et ge´ne´ralise celle-ci dans un cadre homotopique. Pour
de´finir cette notion nous utiliserons une structure de cate´gorie de mode`les sur la
cate´gorie des k-alge`bres co-simpliciales. Pour A une telle alge`bre co-simpliciale,
nous conside´rerons le sche´ma affine simplicial SpecA, ainsi que le pre´faisceau sim-
plicial sur le site des k-sche´mas affines qu’il repre´sente. Nous de´finissons ainsi un
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foncteur
Spec : (k −Alg∆)op −→ SPr(k),
de la cate´gorie des k-alge`bres co-simpliciales, vers la cate´gorie des pre´faisceaux
simpliciaux sur le site des k-sche´mas affines pour la topologie fide`lement plate et
quasi-compacte. Notre premie`re observation, qui est au centre du pre´sent travail
est la proposition suivante.
Proposition 0.0.1 (Voir Prop. 2.2.2 et Cor. 2.2.3) Le foncteur Spec est un fonc-
teur de Quillen a` droite. De plus, le foncteur de´rive´
RSpec : Ho(k − Alg∆)op −→ Ho(SPr(k))
est pleinement fide`le.
Avant d’aller plus loin dans la de´finition des champs affines il me semble
important de faire deux remarques.
• Lorsque la cate´gorie des sche´mas affines sur k est munie de la topologie
triviale, la proposition pre´ce´dente est plus ou moins une trivialite´. En contre
partie, lorsque l’on travaille avec la topologie fide`lement plate, la preuve du
fait que Spec est un foncteur de Quillen a` droite utilise un re´sultat re´cent
de D. Dugger, S. Hollander et D. Isaksen qui caracte´rise les pre´faisceaux
simpliciaux fibrants (voir [13]). Il est important de noter ici que l’utilisation
de la topologie fide`lement plate est cruciale pour les re´sultats qui vont suivre,
qui sont de toute e´vidence faux pour la topologie triviale. Par exemple, une
des proprie´te´s fondamentales de cette topologie que nous utiliserons est le
fait que la sous-cate´gorie pleine de la cate´gorie des faisceaux en groupes,
forme´e des faisceaux repre´sentables par des sche´mas en groupes affines, est
stable par conoyaux et limites projectives (du moins lorsque k est un corps).
Cette proprie´te´ sera tre`s importante pour les the´ore`mes fondamentaux 0.0.2
et 0.0.4.
• La proposition 0.0.1 implique donc que la the´orie homotopique des k-alge`bres
co-simpliciales se plongent dans celle des champs sur Spec k pour la topologie
fide`lement plate. Le foncteur RSpec permet ainsi de ge´ome´triser les objets
alge´briques que sont les k-alge`bres co-simpliciales. De plus, lorsque k est de
caracte´ristique nulle, les the´ories homotopiques des k-alge`bres co-simpliciales
et des k-alge`bres diffe´rentielles gradue´es commutatives et en degre´s positifs
sont e´quivalentes (voir [21]). Ainsi, nous obtenons aussi un plongement de
la cate´gorie homtopique des k-alge`bres diffe´rentielles gradue´es commutatives
(et en degre´s positifs) dans la cate´gorie des champs sur Spec k.
Nous de´finissons la cate´gorie des champs affines sur k commme la sous-
cate´gorie pleine des champs sur Spec k image essentielle du foncteur RSpec. Ainsi,
en caracte´ristique nulle, la cate´gorie des champs affines sur k est anti-e´quivalente
5
a` la cate´gorie homotopique des k-alge`bres diffe´rentielles gradue´es commutatives
et en degre´s positifs. Il se trouve que la cate´gorie des champs affines ainsi de´finie
posse`de plusieurs descriptions e´quivalentes. Nous commencerons par montrer que
les champs affines sont les objets locaux pour la the´orie cohomologique repre´sente´e
par Ga, et de taille raisonnable (voir Thm. 2.2.9). On diposera ainsi d’une in-
terpre´tation de nature cohomologique de la notion de champs affines. Nous mon-
trerons aussi que la cate´gorie des champs affines est aussi la plus petite sous-
cate´gorie pleine de la cate´gorie des champs sur Spec k contenant les champs de la
forme K(Ga, n) et qui est stable par limites homotopiques (voir la remarque qui
suit le the´ore`me 2.2.9). Ceci montre en particulier que la notion de champs affines
est intrinse`que a` la the´orie des champs sur Spec k. Enfin, lorsque k est un corps,
la notion de champs affines se simplifie quelque peu, et nous donnerons alors la
caracte´risation suivante des champs affines, pointe´s et connexes.
The´ore`me 0.0.2 (Voir Thm. 2.4.1 et Thm. 2.4.5) Les champs affines, pointe´s et
connexes sur un corps k sont exactement les pre´faisceaux simpliciaux pointe´s et
connexes F , tels que pour tout i > 0 le faisceau πi(F, ∗) soit repre´sentable par un
sche´ma en groupes affine et unipotent.
En corollaire de ce the´ore`me on obtient qu’il existe un e´quivalence entre la
the´orie homotopique des k-alge`bres co-simpliciales (ou encore k-alge`bres diffe´ren-
tielles gradue´es si k est de caracte´ristique nulle) augmente´es et connexes et celle
des champs pointe´s ve´rifiant les conditions du the´ore`me 0.0.2. Cette intepre´tation
ge´ome´trique des k-alge`bres co-simpliciales est a` ma connaissance un re´sultat nou-
veau, tout particulie`rement dans le cas ou` k est de caracte´ristique positive. C’est
aussi un the´ore`me non-trivial car il permet par exemple de retrouver (et ce de
fac¸on purement formelle) les the´ore`mes fondamentaux de l’homotopie rationnelle
et p-adique (voir Thm. 2.5.1 et Cor. 2.5.3).
Affination des types d’homotopie
Les champs affines forment une cate´gorie de champs qui donne une solution
proble`me de la sche´matisation de A. Grothendieck tel que je l’ai personnellement
compris (voir l’appendice A). Dans ce cadre il s’interpre´tera de la fac¸on suivante.
Si k est un anneau, on peut conside´rer le foncteur de´rive´ des sections globales
RΓ, de la cate´gorie des champs affines sur k vers la cate´gorie homotopique des
ensembles simpliciaux. Notre premier re´sultat d’existence est le suivant, et est une
conse´quence imme´diate de la proposition 0.0.1.
Corollaire 0.0.3 (voir Cor. 2.3.3) Le foncteur RΓ restreint aux champs affines
posse`de un adjoint a` gauche X 7→ (X ⊗ k)uni. De plus, si kX est la k-alge`bre
co-simpliciale de cohomologie de X a` valeurs dans k on a
(X ⊗ k)uni ≃ RSpec (kX).
Le champ affine (X ⊗ k)uni est appele´ une affination de X sur k.
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Il est important de remarquer que le fait que les champs K(Ga, n) soient
des champs affines implique qu’il existe une proprie´te´ de conservation de la co-
homologie H∗(X, k) ≃ H∗((X ⊗ k)uni,Ga) (qui est une des proprie´te´s che`res a`
A. Grothendieck dans [18]). Ainsi, comme les champs affines sont des objets lo-
caux pour la the´orie cohomologique repre´sente´s par Ga, le morphisme d’adjonction
X −→ (X ⊗ k)uni peut aussi s’interpre´ter comme un morphisme de localisation
(dans le sens que A.K. Bousfield a donne´ a` ce terme dans [3]).
En utilisant le the´ore`me 0.0.2, il est possible de de´crire le champ (X ⊗ k)uni,
du moins lorsque X est nilpotent de type fini et k est un corps. Dans ce cas, nous
montrerons que (X⊗Q)uni est un mode`le pour le type d’homotopie rationnel deX ,
et (X⊗Fp)uni un mode`le pour son type d’homotopie p-adique (voir Thm. 2.5.1 et
Cor. 2.5.3). Ces re´sultats sont des conse´quences formelle de la proprie´te´ universelle
satisfaite par (X ⊗ k)uni et du the´ore`me 0.0.2. La notion de champ affine permet
ainsi de construire des mode`les ge´ome´trico-alge´briques aux types d’homotopie.
Enfin, signalons que lorsque X est un ensemble simplicial fini, le foncteur
X 7→ (X ⊗ k)uni est compatible aux changements d’anneaux. De ce fait, le champ
affine (X ⊗ Z)uni permet d’unifier les types d’homotopie rationnel et p-adique de
X . Nous donnerons une description conjecturale de ce champ lorsque X est 1-
connexe et de type fini au paragraphe §2.3 (voir Conj. 2.3.6).
∞-Gerbes affines et types d’homotopie sche´matiques
De par leur de´finition, les types d’homotopie repre´sente´s par des champs
affines ont une forte tendence a` eˆtre nilpotents. Ceci est un fait tre`s bien connu en
the´orie de l’homotopie rationnelle ou p-adique, ou` les groupes fondamentaux que
l’on obtient a` partir des mode`les alge´briques sont les comple´tions de Mal’cev (rel-
ativement au corps de base) des groupes fondamentaux usuels. De meˆme, pour un
espaceX qui est non-nilpotent, le champ (X⊗k)uni ne verra pas la partie re´ductive
du type d’homotopie de X (e.g. le sche´ma en groupes π1((X ⊗ k)
uni, x) est un
sche´ma en groupes affine pro-unipotent). On est donc naturellement amene´s a` in-
troduire une notion plus ge´ne´rale que celle de champs affines qui soit moins restric-
tive au niveau des groupes fondamentaux. C’est pour cette notion plus ge´ne´rale
que nous re´serverons l’expression types d’homotopie sche´matiques.
Tout d’abord nous introduirons une notion d’∞-gerbe affine qui ge´ne´ralise
la notion de gerbe affine utilise´e dans le formalisme Tannakien (voir [43, 10]), et
de fac¸on a` ce que les ∞-gerbes affines soient aux gerbes affines ce que les champs
affines sont aux sche´mas affines. En clair, nous de´finirons une ∞-gerbe affine
(pointe´e) sur un corps k comme e´tant un champ pointe´ et connexe F sur Spec k,
dont le champ des lacets Ω∗F est un champ affine sur k (voir Def. 3.1.2). Les types
d’homotopie sche´matiques pointe´s sur k seront alors les ∞-gerbes affines pointe´es
posse´dant une certaine proprie´te´ de localite´ cohomologique (voir Def. 3.1.2). Nous
conjecturons cependant que cette proprie´te´ est toujours satisfaite, et que toute
∞-gerbe affine pointe´e est donc un type d’homotopie sche´matique (voir 3.2.10).
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Quoiqu’il en soit, la cate´gorie des types d’homotopie sche´matiques pointe´s ainsi
de´finie est une sous-cate´gorie pleine de la cate´gorie homotopique des pre´faisceaux
simpliciaux pointe´s sur le site des sche´mas affines sur le corps k. Les ∞-gerbes
affines et les types d’homotopie sche´matiques sur un anneau de base plus ge´ne´ral
ne seront pas de´finis dans ce travail.
Le premier re´sultat que nous de´montrerons est le crite`re de reconnaissance
suivant, qui permet de donner de nombreux exemples inte´ressants de types d’ho-
motopie sche´matiques pointe´s.
The´ore`me 0.0.4 (Voir Thm. 3.2.4 et Thm. 3.2.9) Les types d’homotopie sche´-
matiques sont exactement les pre´faisceaux simpliciaux pointe´s et connexes tels que
pour tout i > 0, le faisceau πi(F, ∗) soit repre´sentable par un sche´ma en groupes
affine, qui est de plus unipotent pour i > 1.
De plus, si F est une ∞-gerbe affine pointe´e, alors pour tout i > 1 le faisceau
πi(F, ∗) est repre´sentable par un sche´ma en groupes affine et unipotent. Le faisceau
π1(F, ∗) est un sous-faisceau d’un faisceau repre´sentable par un sche´ma en groupes
affine.
Le the´ore`me pre´ce´dent re´pond presque a` la conjecture 3.2.10. Pour donner
une preuve comple`te a` cette conjecture il resterait a` montrer que pour toute ∞-
gerbe affine pointe´e F , le faisceau π1(F, ∗) soit repre´sentable par un sche´ma affine.
On peut en re´alite´ montrer que le faisceau π1(F, ∗) posse`de un espace de modules
grossier affine ˜π1(F, ∗), et que le morphisme naturel π1(F, ∗) −→ ˜π1(F, ∗) est un
monomorphisme.
Les types d’homotopie sche´matiques forment une cate´gorie de champs don-
nant une solution du proble`me de la sche´matisation (au sens de l’appendice A). De
fac¸on plus pre´cise, pour un corps k, on peut conside´rer le foncteur de´rive´ des sec-
tions globales RΓ, de la cate´gorie des types d’homotopie sche´matiques pointe´s sur
k vers la cate´gorie homotopique des ensembles simpliciaux pointe´s. Notre second
the´ore`me d’existence est le suivant.
The´ore`me 0.0.5 (voir Thm. 3.3.4) Le foncteur RΓ restreint a` la cate´gorie des
types d’homotopie sche´matiques pointe´s posse`de un adjoint a` gauche X 7→ (X ⊗
k)sch. Le champ (X ⊗ k)sch sera appele´ une sche´matisation de X sur k.
On de´duit imme´diatement de la proprie´te´ universelle des sche´matisations que
le sche´ma en groupes affine π1((X⊗k)
sch, x) est le comple´te´ affine du groupe discret
π1(X,x). Il s’agit donc du groupe fondamental alge´brique de l’espace X (de´crit
par exemple dans [9] et [43, VI §1]). On entrevoit ici la diffe´rence fondamentale
entre les foncteurs d’affination et de sche´matisation. Il existe en effet toujours
un morphisme naturel (X ⊗ k)sch −→ (X ⊗ k)uni, qui au niveau des groupes
fondamentaux induit la projection de π1((X⊗k)
sch, x) sur son quotient unipotent
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maximal. Ce morphisme au niveau des champs peut aussi eˆtre raisonnablement
pense´ comme un quotient unipotent maximal.
Tout comme pour le cas des affinations, le morphisme d’adjonction X −→
(X ⊗ k)sch posse`de une certaine proprie´te´ de pre´servation de la cohomologie.
Plus pre´cise`ment, le groupe π1(X,x) et le faisceau en groupes π1((X ⊗ k)
sch, x)
posse`dent les meˆmes repre´sentations line´aires. De plus, pour V une telle repre´-
sentation line´aire on a H∗(X,V ) ≃ H∗((X ⊗ k)sch, V ⊗Ga). Ces deux conditions
peuvent aussi se combiner en une notion de P -e´quivalence (voir Def. 3.1.1), ce qui
permet d’affirmer que le morphisme X −→ (X ⊗ k)sch est aussi un morphisme de
localisation au sens de A.K. Bousfield.
Enfin, tout comme pour le cas du foncteur d’affination, le foncteur X 7→
(X ⊗ k)sch permet de modeler une certaine partie de la the´orie de l’homotopie
(une partie que l’on pourra appeler sche´matique). Cependant, meˆme pour des
types d’homotopie de type fini X , il n’est pas raisonnable de penser pouvoir
de´crire explicitement le champ (X ⊗ k)sch. Ainsi, ce que mode´le exactement les
types d’homotopie sche´matiques reste un peu myste´rieux. Quoiqu’il en soit, des
exemples simples montrent que le champ (X ⊗ k)sch est ge´ne´ralement beaucoup
plus gros que le champ (X ⊗ k)uni (voir § 3.4). Enfin, lorsque X est simplement
connexe on a (X ⊗ k)sch ≃ (X ⊗ k)uni. L’objet (X ⊗ k)sch nous semble donc
un substitut bien adapte´ a` la the´orie de l’homotopie rationnelle et p-adique pour
les types d’homotopie non-simplement connexes. A titre d’exemple d’application,
la construction X 7→ (X ⊗ C)sch sera utilise´e dans un travail ulte´rieur pour
e´tudier les types d’homotopie des varie´te´s complexes lisses et projectives a` groupes
fondamentaux arbitraires. L’e´tude par la the´orie de Hodge de ce nouvel invari-
ant d’homotopie permettra alors d’obtenir de nouvelles restrictions sur les types
d’homotopie des varie´te´s projectives, qui semblent hors d’atteinte par une approche
utilisant la the´orie de l’homotopie rationnelle (voir [31] ainsi que §3.5.1).
Signalons aussi que les alge`bres co-simpliciales sont des mode`les alge´briques
pour les champs affines. De meˆme, il existe une notion de H∞-alge`bres de Hopf
qui permet de donner des mode`les alge´briques des types d’homotopie sche´matiques
(voir Def. 3.1.4). L’e´tude de ces mode`les alge´briques ne sera pas le but de ce
travail, mais nous espe´rons pouvoir revenir sur le sujet par la suite (voir [32]). A
titre indicatif, on peut re´sumer le double apport de cet article par le diagramme
symbolique suivant.
{Champs affines} // {Types d’homotopie sche´matiques}
{Alge`bres co-simpliciales} //
OO
{H∞ − alge`bres de Hopf}
OO
Dans ce diagramme, les fle`ches verticales sont les proce´de´s de ge´ome´trisation in-
duit par le foncteur RSpec (i.e. le passage de l’alge`bre a` la ge´ome´trie), et les fle´ches
horizontales symbolisent le passage aux objets en groupes.
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Types d’homotopie des varie´te´s alge´briques
La the´orie ge´ne´rale des types d’homotopie sche´matiques et du foncteur de
sche´matisation posse`de plusieurs applications dans le cadre de la ge´ome´trie alge´-
brique. Une premie`re application est l’e´tude des types d’homotopie des varie´te´s
alge´briques complexes (voir §3.5.1). En effet, pour une varie´te´ complexe lisse
et projective X et x ∈ X(C), on peut conside´rer son espace topologique sous-
jacent des points complexes (muni de la topologie analytique) Xtop, ainsi que sa
sche´matisation (Xtop ⊗C)sch. Dans le travail [31] on construit une de´composition
de Hodge sur le champ (Xtop ⊗ C)sch, qui englobe les diffe´rentes structures de
Hodge connues sur la cohomologie, les groupes d’homotopie et le groupe fonda-
mental. L’existence de cette structure additionelle sur le champ (Xtop ⊗ C)sch
posse`de d’inte´ressantes conse´quences sur le type d’homotopie de la varie´te´ X et
impose de se´rieuses restrictions. On peut ainsi construire des nouveaux exemples de
types d’homotopie qui ne sont pas re´alisables par des varie´te´s projectives, et dont
l’obstruction se trouve dans des invariants d’homotopie supe´rieurs (pre´cisemment
l’action du groupe fondamental sur les groupes d’homotopie).
De fac¸on plus ge´ne´rale pour une varie´te´ alge´brique X sur un corps de base k
on peut utiliser la notion de types d’homotopie sche´matiques afin de construire des
types d’homotopie associe´s aux the´ories cohomologiques usuelles (Betti, de Rham,
l-adique, crystalline, . . . , voir §3.5.2, 3.5.3). Toutes ces constructions montrent que
la notion de type d’homotopie sche´matique est ade´quate pour l’e´tude homotopique
des varie´te´s alge´briques, tout comme il e´tait de´ja` bien connu que le bon cadre pour
une the´orie des groupes fondamentaux de varie´te´s alge´briques est en re´alite´ celui
des sche´mas en groupes affines et non celui des groupes discrets (voir par exemple
[9, 43]). Cependant, ces constructions ne seront pas de´crites en de´tail et nous nous
contenterons de donner les proprie´te´s fondamentales (et parfois caracte´ristiques)
de ces types d’homotopie.
Champs ∞-ge´ome´triques
Une autre application de la the´orie des champs affines est la notion de champ
∞-ge´ome´trique (voir §4). Par de´finition un champ alge´brique (par exemple au
sens d’Artin) est obtenu en recollant des sche´mas affines a` l’aide de l’action d’un
groupoide lisse. En remplac¸ant formellement la notion de sche´ma affine par celle
plus ge´ne´rale de champ affine on donne une de´finition de champ ∞-ge´ome´trique.
Il se trouve que les types d’homotopie sche´matiques fournissent les premiers ex-
emples de champs ∞-ge´ome´triques. Un deuxie`me exemple fondamental est le
champ des structures multiplicatives sur un complex parfait V , ge´ne´ralisant le
champ des structures d’alge`bres sur un espace vectoriel donne´ au cas des alge`bres
diffe´rentielles gradue´es (voir §4.2.1). On peut aussi donner des exemples plus so-
phistique´s de champs ∞-ge´ome´triques, comme le champ des filtrations sur une
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alge`bre diffe´rentielle gradue´e commutative, qui pourra eˆtre utilise´ pour constru-
ire un domaine des pe´riodes non-abe´liennes ainsi qu’une application de pe´riodes
correspondantes qui controlera la variation de la filtration de Hodge sur le type
d’homotopie rationnel d’une famille de varie´te´s lisses et projectives (voir §4.2.2).
Relations avec d’autres travaux
La notion de champs affine me semble nouvelle. Il en existe cependant des
avatars ou versions voisines dans les articles [53, §6] et [20]. En caracte´ristique
nulle et pour le cas des types d’homotopie 1-connexes et de type fini le the´ore`me
0.0.2 apparait dans [53, §6].
Il y a aussi les quelques six cents pages de [18], dont il est extre`mement
difficile de faire une comparaison avec le point de vue adopte´ ici. Par exemple, la
notion de champs affines me semble assez proche de celle de complexes of unipotent
bundles discute´s dans [18, p. 446]. Cependant, l’objet que A. Grothendieck appelle
sche´matisation d’un espace X semble plus proche de notre affination (X ⊗ k)uni
que de notre sche´matisation (X ⊗ k)sch. A vrai dire la question de l’existence du
champ (X ⊗ k)sch, bien que fortement inspire´e des conside´rations sur la the´orie
de l’homotopie que l’on trouve dans les lettres de A. Grothendieck a` L. Breen, ne
semble pas avoir e´te´ conside´re´e dans [18]. Cependant, la motivation principale de
ce travail est ne´e d’un de´sir de comprendre certains passages de [18], et de ce fait
ce manuscrit a eu une influence de´terminante sur les de´finitions et les e´nonce´s qui
apparaissent dans cet article. Ce travail s’inse`re donc naturellement dans le vaste
programme propose´ par C. Simpson et intitule´ la poursuite de la poursuite des
champs (ou encore comme l’a sugge´re´ D. Husemo¨ller lors d’une conversation sur
le sujet la 2-poursuite des champs).
Il existe aussi d’autres approches au proble`me de la sche´matisation des types
d’homotopie tel qu’il est aborde´ dans [18]. La premie`re, qui est expose´e dans [6],
donne une construction de la sphe`re sche´matique stable en caracte´ristique posi-
tive. Il n’est pas tout a` fait clair que cette construction soit comparable a` celle
de cet article, meˆme si cette sphe`re sche´matique stable ressemble de tre`s pre`s a`
ce que l’on pourrait appeler dans notre langage un spectre affine (version stable
des champs affines). Une seconde approche a e´te´ introduite dans [51]. Ici aussi
la comparaison avec notre construction n’est pas imme´diate, bien que la the´orie
des champs pre´sentables et tre`s pre´sentables soit intimement lie´e a` celle des types
d’homotopie sche´matiques (voir Thm. 3.2.4). Enfin, dans [58] nous avons construit
un foncteur de sche´matisation a` l’aide d’une notion de cate´gorie simpliciale Tan-
nakienne, qui est conjecture´ eˆtre isomorphe a` celui de´fini dans ce travail (voir aussi
[59]). Signalons au passage que les constructions et re´sultats du pre´sent travail ont
e´te´s pour la plupart devine´s a` l’aide de ce formalisme Tannakien.
Comme nous l’avons fait remarquer le foncteur de sche´matisation que nous
construisons peut eˆtre conside´re´ comme un substitut des the´ories de l’homotopie
rationnelle et p-adique pour des espaces non-nilpotents. Il existe aussi une autre
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approche qui consiste a` utiliser une version e´quivariante de l’homotopie rationnelle
et p-adique, et a` appliquer celle-ci aux reveˆtements universels (voir [7, 17]). Il me
semble un proble`me inte´ressant de savoir comment ces deux points de vue sont
relie´s.
Enfin, la notion de champs ∞-ge´ome´triques pre´sente´ dans le paragraphe §4
a e´te´ inspire´e par [53]. Elle est aussi tout a` fait analogue a la notion de D-champs
ge´ome´triques de [62] (voir aussi [61]). Pour tout dire la the´orie des champs affines
de cet article a fortement inspire´ le de´veloppement de la ge´ome´trie alge´brique ho-
motopique de [60, 61].
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Notations et conventions: Pour un univers U nous appellerons U-ensemble
(resp. U-ensemble simplicial, resp. U-groupe, resp. . . . ) un ensemble (resp. un en-
semble simplicial, resp. un groupe, resp. . . . ) qui est un e´le´ment de U. La cate´gorie
des U-ensembles (resp. U-ensembles simpliciaux, resp. U-groupes, resp . . . ) sera
alors note´e U−Ens (resp. U−SEns, resp. U−Gp, resp. . . . ). Nous ferons une ex-
ception avec l’expression U-cate´gorie, que nous re´servons a` la notion usuelle (voir
[48, IDef.1.2]), de´signant une cate´gorie C telle que e´tant donne´ deux objets X
et Y , l’ensemble des morphismes de X vers Y dans C soit un U-ensemble. Pour
de´signer une cate´gorie appartenant a` U nous parlerons de cate´gorie U-petite.
Nous parlerons de U-limites et U-colimites (resp. V-limites et V-colimites)
pour de´signer des limites et colimites dont les cate´gories d’indices appartiennent a`
U (resp. a` V). De meˆme, nous parlerons de U-limites et U-colimites homotopiques
(resp. V-limites et V-colimites homotopiques) a` valeurs dans une cate´gorie de
mode`les (voir [22, §20]).
Pour la suite nous fixerons U un univers contenant l’ensenbles des nombres
naturels, et V un univers avec U ∈ V. Comme il en est l’usage, nous noterons
∆ la cate´gorie simpliciale standard. C’est la cate´gorie U-petite dont les objets
sont les nombres naturels [n], et dont les morphismes de [m] vers [n] sont les
applications croissantes de {0, . . . ,m} vers {0, . . . , n}. Pour tout V-cate´gorie C,
nous noterons SC la V-cate´gorie des objets simpliciaux dans C (i.e. la V-cate´gorie
des foncteurs de ∆o vers C), et pour F ∈ SC nous noterons Fn := F ([n]). Nous
identifierons syste´matiquement C a` la sous-cate´gorie pleine de C∆
o
forme´e des
foncteurs constants F : ∆o −→ C.
Si C est une cate´gorie V-petite, et X un objet de C, nous noterons hX le
V-pre´faisceau simplicial sur C qu’il repre´sente. C’est donc le foncteur de´fini par
hX(Y ) := Hom(Y,X), ou` l’ensemble Hom(Y,X) est vu comme un ensemble sim-
plicial constant. De meˆme, si X est un objet simplicial de C, nous noterons hX
le V-pre´faisceau simplicial dont le pre´faisceau des simplexes de dimension n est
de´fini par la formule (hX)n(Y ) := Hom(Y,Xn).
Nous utiliserons les de´finitions de cate´gories de mode`les ferme´es e´nonce´es
dans [26]. Elles seront toujours V-petites. On supposera implicitement lorsqu’elles
seront engendre´es par cofibrations (voir [26, §2.1]) que les ensembles ge´ne´rateurs
des cofibrations et cofibrations triviales seront des V-ensembles (de meˆme, les or-
dinaux apparaissant dans les colimites transfinies seront des e´le´ments de V). Rap-
pelons que la cate´gorie V− SEns est une cate´gorie de mode`les ferme´e, mono¨ıdale
syme´trique pour le produit direct, et engendre´e par cofibrations pour la conven-
tion ci-dessus (voir [26, §3]). Les Hom internes de V − SEns seront note´s Hom,
et ces Hom de´rive´s RHom (voir [26, §4]). Une cate´gorie de mode`les ferme´e sim-
pliciale sera alors une cate´gorie (V-petite) de mode`les ferme´e, qui est un module
sur V − SEns (au sens de [26, 4.2.28]). Enfin, si M est une cate´gorie de mode`les
ferme´e Ho(M) de´signera sa cate´orie homotopique. C’est une cate´gorie V-petite
qui est naturellement e´quivalente a` une U-cate´gorie. Les ensembles de morphismes
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dans Ho(M) seront note´s [−,−]M .
Enfin, pour une cate´gorie de mode`les ferme´eM nous noteronsM∗ la cate´gorie
de mode`les de ses objets pointe´s. Lorsque de plus M est une cate´gorie de mode`les
simpliciale, il en est de meˆme de M∗. Ses Hom simpliciaux seront alors note´s
Hom∗ (voir [26, 4.2.19]).
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1 Rappels sur les champs
Dans ce premier chapitre nous avons rassemble´ un certains nombres de de´finitions
et de re´sultats standards de la the´orie des pre´faisceaux simpliciaux sur un site de
Grothendieck. Les ide´es essentielles de la the´orie ont e´te´ de´veloppe´es par A. Joyal
dans une lettre a` A. Grothendieck (voir [30]), ou` l’existence d’une structure de
cate´gorie de mode`les sur la cate´gorie des faisceaux simpliciaux est de´montre´e. Nous
utiliserons cependant une structure un peu diffe´rente, ou` la classe des cofibrations
est strictement plus petite que celle des monomorphismes, et ou` les objets fibrants
sont faciles a` caracte´riser (voir 1.1.2). Base´e sur des ide´es remontant a` D. Quillen,
A.K. Bousfield et D.M. Kan, cette structure a` e´te´ conside´re´e pour la premie`re fois
dans [23, 5], et a e´te´ reprise en de´tail dans [2]. Pour ce qui est des preuves et des
de´tails techniques nous renvoyons le lecteur a` [28, 23, 15, 23, 2]. Signalons aussi
le travail en cours [13], ou` il est probable que le point de vue de la localisation de
Bousfield de´crit dans [23, 6] soit repris en de´tail.
Nous commencerons par rappeler la de´finition de la structure de cate´gorie de
mode`les ferme´e sur la cate´gorie des pre´faisceaux simpliciaux, ainsi que ces prin-
cipales proprie´te´s. L’existence de cette structure de cate´gorie de mode`les nous
sera utile tout au long de ce travail. Dans les paragraphes suivants nous rap-
pellerons comment elle permet de de´finir la cohomologie d’un pre´faisceau simplicial
a` valeurs dans un syste`me local. Nous donnerons aussi une bre`ve de´monstration
d’un the´ore`me de comparaison avec la cohomologie de´finie par foncteurs de´rive´s,
ainsi qu’un crite`re pour s’assurer qu’un pre´faisceau simplicial posse`de une de´com-
position de Postnikov convenable. Nous terminerons ce chapitre par un aperc¸u de
la the´orie du de´lac¸age dans le cadre des pre´faisceaux simpliciaux, et un bref rappel
sur les sche´mas en groupes affines sur un corps.
Pour tout ce chapitre C de´signera une cate´gorie V-petite, et SPr(C) la
cate´gorie des pre´faisceaux en V-ensembles simpliciaux sur C. La cate´gorie SPr(C)
est donc une V-cate´gorie. Nous supposerons que C posse`de des produits fibre´s, et
qu’elle est munie d’une topologie de Grothendieck (au sens de [47, IV ]). Pour fixer
les ide´es, notons que par la suite C sera la cate´gorie des U-sche´mas affines sur
Spec k, pour k un anneau commutatif, et la topologie sera engendre´e par les mor-
phismes fide`lement plats et quasi-compacts (i.e. la topologie fpqc de [47, IV.6.3]).
1.1 Rappel des de´finitions
On commence par munir la cate´gorie SPr(C) d’une structure de cate´gorie de
mode`les que nous appellerons le structure forte (dans la litte´rature on trouve aussi
l’expression de structure projective niveau par niveau), et qui a e´te´e introduite pour
la premie`re fois dans [5]. Il s’agit du cas ou` l’on conside`re la topologie discre`te,
et donc ou` l’on voit C comme une simple cate´gorie d’indices. On appellera alors
fibration forte (resp. e´quivalence forte) tout morphisme de SPr(C), f : F −→ F ′,
tel que pour tout objet X ∈ C le morphisme fX : F (X) −→ F (X
′) soit une
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fibration (resp. une e´quivalence) dans V− SEns. Pour ces de´finitions, C e´tant V-
petite, la cate´gorie SPr(C) est une cate´gorie de mode`les ferme´e simpliciale (voir
[15, Ex.II.6.9]). Les Hom simpliciaux de cette dernie`re seront note´s Hom. En
clair, ceci signifie que pour X ∈ V − SEns et F, F ′ ∈ SPr(C) on peut de´finir
fonctoriellement dans SPr(C) des objets X⊗F , Hom(F, F ′) et (F ′)X satisfaisant
a` la formule d’adjonction
Hom(X,Hom(F, F ′)) ≃ Hom(X ⊗ F, F ′) ≃ Hom(F, (F ′)X).
Ces Hom simpliciaux e´tant compatibles avec la structure de cate´gorie de mode`les
on peut de´finir des Hom simpliciaux de´rive´s (voir [26, §4.3])
RfHom(F, F
′) := Hom(QF,RF ′) ∈ Ho(V− SEns),
ou` QF −→ F est un remplacement cofibrant, et F ′ −→ RF ′ un remplacement
fibrant. Noter l’indice f dans la notation Rf , qui fait re´fe´rence a` la structure
forte. Ces objets sont bien de´finis et fonctoriels comme objets de la cate´gorie
homotopique Ho(V − SEns). De plus, la formule d’adjonction pre´ce´dente induit
une formule d’adjonction de´rive´e
RfHom(X,RfHom(F, F
′)) ≃ RfHom(X ⊗ F, F
′) ≃ RfHom(F, (RF
′)X),
ou` F ′ −→ RF ′ est un remplacement fibrant.
Pour X ∈ C, on dispose du foncteur d’e´valuation en X
jX : SPr(C) −→ V− SEns
F 7→ F (X).
Ce foncteur posse`de un adjoint a` gauche note´ j∗X , et l’adjonction (j
∗
X , jX) est
une adjonction de Quillen. En particulier, pour tout X ∈ C, j∗X(∗) est un objet
cofibrant de SPr(C). Or, il est clair que j∗X(∗) est isomorphe a` hX . Ainsi, pour
tout objet du site X ∈ C, le pre´faisceau simplicial qu’il repre´sente hX est un objet
cofibrant. Dans le cas ou` X = e est un objet final, nous noterons comme il en est
l’usage
Γ := je : SPr(C) −→ V− SEns
F 7→ F (e),
le foncteur des sections globales. Son adjoint a` gauche j∗e est le foncteur qui associe
a` X ∈ V− SEns le pre´faisceau constant X. Remarquer que lorsque C ne posse`de
pas d’objet final les pre´faisceaux constants ne sont ge´ne´ralement pas cofibrants.
De plus, le foncteur des sections globales Γ(−) := Hom(∗,−) n’est alors plus de
Quillen a` droite en ge´ne´ral.
Revenons au cas ou` C est munie d’une topologie de Grothendieck. A un
objet F ∈ SPr(C) on associe ses pre´faisceaux d’homotopie de la fac¸on suivante.
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Pour tout X ∈ C, et tout 0-simplexe s ∈ F (X)0, on de´finit le m-e`me pre´faisceau
d’homotopie de F pointe´ en s par
πprm (F, s) : (C/X)
o −→ V−Gp
(u : Y → X) 7→ πm(F (Y ), u
∗(s)).
C’est un pre´faisceau en V-groupes sur C/X qui est abe´lien lorsque m > 1. Le
pre´faisceau des composantes connexes de F est de´fini par
πpr0 (F ) : C
o −→ V− Ens
X 7→ π0(F (X)).
On de´finit alors les faisceaux d’homotopie de F comme e´tant les faisceaux associe´s
aux pre´faisceaux d’homotopie. Ils seront note´s
πm(F, s) := a(π
pr
m (F, s)) π0(F ) := a(π
pr
0 (F )).
De´finition 1.1.1 Soit f : F −→ F ′ un morphisme de pre´faisceaux simpliciaux
sur le site C.
• Le morphisme f est une e´quivalence si les deux conditions suivantes sont
satisfaites.
– Le morphisme induit π0(f) : π0(F ) −→ π0(F
′) est un isomorphisme de
faisceaux sur C.
– Pour tout objet X ∈ C, tout m > 0 et tout 0-simplexe s ∈ F (X)0, les
morphismes induits
πm(f, s) : πm(F, s) −→ πm(F
′, f(s))
sont des isomorphismes de faisceaux sur C/X .
• Le morphisme f est une cofibration si c’est une cofibration forte.
Comme il est explique´ dans [23, Thm. 5.1], ces de´finitions munissent la
cate´gorie SPr(C) d’une structure de cate´gorie de mode`les simpliciale. Remarquons
au passage que toute e´quivalence forte est une e´quivalence, que toute fibration est
une fibration forte, et que tout fibration triviale est une e´quivalence forte. De
meˆme, toute e´quivalence entre objets fibrants dans SPr(C) est une e´quivalence
forte.
Les Hom simpliciaux de´rive´s relativement a` cette nouvelle structure seront
note´s RHom. De meˆme, lorsque C posse`dera un objet final e, le foncteur de´rive´
a` droite des sections globales sera note´ RΓ. On dispose aussi des isomorphismes
d’adjonctions analogues a` ceux de´crits pre´ce´demment
RHom(X × F, F ′) ≃ RHom(X,RHom(F, F ′)) ≃ RHom(F, (RF ′)X).
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Il existe une relation entre les deux structures de cate´gorie de mode`les sur
SPr(C) connue sous le nom de localisation de Bousfield a` gauche (voir [22]). Nous
n’insisterons pas trop sur cette notion et nous nous contenterons de retenir que
le fait que SPr(C) soit une localisation de Bousfield a` gauche de SPr(C) munie
de la structure forte implique l’existence d’une jolie caracte´risation des objets
fibrants dans SPr(C). Le lecteur remarquera qu’il s’agit d’un analogue de nature
homotopique de la de´finition d’un faisceau.
Lemme 1.1.2 Un objet F ∈ SPr(C) est fibrant si et seulement si les deux asser-
tions suivantes sont satisfaites.
1. Pour tout objet X ∈ C, F (X) est fibrant dans V−SEns (i.e. F est fortement
fibrant).
2. Pour tout objet X ∈ C, et tout hyper-recouvrement U∗ de X dans C, le
morphisme naturel
F (X) −→ Holim[m]∈∆F (Um)
est une e´quivalence dans V− SEns.
Preuve: Voir [13]. 2
Un corollaire important de ce dernier lemme est qu’un pre´faisceau simplicial
de la forme K(M,n), ou` M est un faisceau flasque sur C, est toujours fibrant.
Remarquer que s’il l’on conside`re des pre´faisceaux en groupo¨ıdes plutoˆt que
des pre´faisceaux simpliciaux, alors la seconde condition du lemme pre´ce´dent est
exactement e´quivalente a` la condition usuelle d’eˆtre un champ (voir [29] pour plus
de de´tails sur les relations entre pre´faisceaux simpliciaux et champs en groupo¨ıdes).
La de´finition suivante est alors naturelle. Notons qu’il s’agit aussi du point de vue
adopte´ dans [23] pour de´velopper la the´orie des n-champs de Segal.
De´finition 1.1.3 Un champ sur C est un objet de la cate´gorie SPr(C) satis-
faisant a` la condition (2) du lemme 1.1.2. Par extension, tout objet F de la cate´gorie
homotopique Ho(SPr(C)) sera appele´ un champ.
Avec ce langage, le champ associe´ a` un pre´faisceau simplicial F est simple-
ment un de ses mode`les fibrants.
1.2 Limites homotopiques et de´composition de Postnikov
Soit I une cate´gorie V-petite, et SPr(C)I la cate´gorie des foncteurs de I vers
SPr(C). On peut munir SPr(C)I d’une structure de cate´gorie de mode`les en-
gendre´e par cofibrations ou` les e´quivalences (resp. les cofibrations) sont de´finies
niveau par niveau (i.e. F −→ F ′ est une e´quivalence si et seulement si pour tout
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i ∈ I, F (i) −→ F ′(i) est une e´quivalence dans SPr(C)). Noter que cette structure
n’est pas celle que nous avons utilise´e pour de´finir SPr(C), mais est une struc-
ture de type injective analogue a` celle de´finie dans [28, Thm. 2.3]. La cate´gorie
de mode`les ainsi obtenue est une cate´gorie de mode`les ferme´e simpliciale, et ces
Hom simpliciaux seront note´s HomI . En particulier, on dispose du foncteur des
sections globales
Γ(I,−) : SPr(C)I −→ V− SEns
F 7→ HomI(∗, F )
dont l’adjoint a` gauche est le foncteur qui associe a` X ∈ V − SEns le foncteur
constant de valeurs X , X : I −→ SPr(C). L’adjonction (−,Γ(I,−)) est alors une
adjonction de Quillen, et le foncteur de´rive´ a` droite de Γ(I,−) sera alors note´
HolimI := RΓ(I,−) : Ho(SPr(C)
I ) −→ Ho(SPr(C)).
C’est le foncteur de limite homotopique le long de I. Il est naturellement isomorphe
au foncteur HolimI construit de fac¸on standard a` partir de la structure simpliciale
sur SPr(C) (voir [22, §19]).
Il est important de remarquer que la de´finition de HolimI de´pend de la
topologie de C, et en ge´ne´ral, la comparaison entre les limites homotopiques pour
diffe´rentes topologies n’est pas aise´e. On dispose cependant du crite`re ge´ne´ral
suivant. Il permettra par la suite d’avoir dans certains cas des de´compositions de
Postnikov raisonnables, que l’on sait ne pas exister en ge´ne´ral.
Lemme 1.2.1 Soit F : I −→ SPr(C) un I-diagramme de pre´faisceaux simplici-
aux, tel que pour tout i ∈ I, Fi soit un champ. Alors, si on note Holim
triv
I F ∈
Ho(SPr(C)) la limite homotopique de F lorsque C est muni de la topologie triv-
iale, le morphisme naturel
HolimtrivI F −→ HolimIF
est un isomorphisme dans Ho(SPr(C)).
Preuve: C’est imme´diat, car toute re´solution fibrante F −→ F ′ est telle que
les morphismes induits Fi −→ F
′
i soient des e´quivalences fortes pour tout i ∈ I.
Ainsi, F −→ F ′ est aussi une re´solution fibrante lorsque C est muni de la topologie
triviale. 2
Nous allons maintenant e´tudier deux cas particulier du foncteur pre´ce´dent.
Il s’agit du cas ou` I posse`de trois objets 0, 1 et 2 et deux uniques morphismes
non triviaux 1 → 0, 2 → 0, et du cas ou` I est la cate´gorie associe´e a` l’ensemble
totalement ordonne´ des entiers naturels.
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Commenc¸ons par examiner le premier cas, et notons 0, 1 et 2 les objets de
I, et a : 1 → 0, b : 2 → 0 ses morphismes non triviaux. Un objet de SPr(C)I est
alors la donne´e d’un diagramme de pre´faisceaux simpliciaux
F1
a // F0 F2.
boo
Pour tout objet F ∈ Ho(SPr(C)I) nous utiliserons la notation
F1 ×
h
F0 F2 := HolimIF,
que nous appellerons le produit fibre´ homotopique de F1 et F2 au-dessus de F0.
Un cas particulie`rement important est celui ou` F2 = ∗. L’objet F1 ×
h
F0
∗ est alors
la fibre homotopique du morphisme a : F1 −→ F0 au point b : ∗ −→ F0.
Il est facile de ve´rifier que les objets fibrants dans SPr(C)I sont exactement
les diagrammes tels que Fi soit un champ pour tout i, et tels que les morphismes
a et b soient des fibrations. En particulier, si F ∈ SPr(C)I est fibrant, pour tout
i et tout X ∈ C, Fi(X) est un ensemble simplicial fibrant, et les morphismes
aX : F1(X) → F0(X), bX : F2(X) → F0(X) sont des fibrations d’ensembles
simpliciaux.
Supposons maintenant que F ∈ SPr(C)I soit fibrant et muni d’un morphisme
s : ∗ −→ F , qui induit donc des morphismes si : ∗ −→ Fi, et s : ∗ −→ F1 ×
h
F0
F2.
Alors, en utilisant les suites exactes longues d’homotopie associe´es aux produits
fibre´s homotopiques d’ensembles simpliciaux, on obtient une suite exacte longue
de pre´faisceaux en groupes sur C
πprm+1(F0, s0)
∂ // πprm (F1 ×
h
F0
F2, s)
a×b // πprm (F1, s1)× π
pr
m (F2, s2)
a−b //
πprm (F0, s0)
∂ // πprm−1(F1 ×
h
F0
F2, s)
a×b // . . .
. . . // πpr1 (F1 ×
h
F0
F2, s)
a×b // πpr1 (F1, s1)× π
pr
1 (F2, s2)
a−b //
πpr1 (F0, s0)
∂ // πpr0 (F1 ×
h
F0
F2)
a×b // πpr0 (F1)× π
pr
0 (F2)
a−b // πpr0 (F0).
Par convention, une suite de morphismes d’ensembles M
u // N
a−b // P est
exacte lorsque l’image de u est exactement l’e´qualiseur des morphismes a et b. De
meˆme, dire qu’une suite de morphismes d’ensembles pointe´s M
u // N
v // P
est exacte signifie que l’image de u est e´gale a` la fibre de v au point distingue´.
En utilisant l’exactitude du foncteur de faisceautisation, on en de´duit une
suite exacte longue sur les faisceaux d’homotopie
πm+1(F0, s0)
∂ // πm(F1 ×hF0 F2, s)
a×b // πm(F1, s1)× πm(F2, s2)
a−b //
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πm(F0, s0)
∂ // πm−1(F1 ×hF0 F2, s)
a×b // . . .
. . . // π1(F1 ×hF0 F2, s)
a×b // π1(F1, s1)× π1(F2, s2)
a−b //
π1(F0, s0)
∂ // π0(F1 ×hF0 F2)
a×b // π0(F1)× π0(F2)
a−b // π0(F0).
L’existence de cette suite exacte longue et un analogue du lemme des cinqs
impliquent en particulier que l’objet F1×
h
F0
F2 ne de´pend pas de la topologie de C.
En d’autres termes, si F ∈ SPr(C)I est un objet, et si on note F1×
hf
F0
F2 le produit
fibre´ homotopique lorsque C est muni de la topologie triviale, alors le morphisme
naturel dans Ho(SPr(C)), F1 ×
hf
F0
F2 −→ F1 ×
h
F0
F2 est un isomorphisme. Une
conse´quence remarquable de ce fait est que la cate´gorie de mode`les SPr(C) est
propre a` droite (i.e. les changements de bases le long de fibrations pre´servent les
e´quivalences). Pour plus de re´fe´rences sur ce point le lecteur pourra consulter [23,
§3].
Supposons maintenant que I soit la cate´gorie de´finie par l’ensemble ordonne´
des entiers naturels. Ses objets sont donc les entiers n ∈ N, et il existe un unique
morphisme non trivial de n vers m si et seulement si n > m. La cate´gorie I peut
donc se repre´senter sche´matiquement par
. . .m −→ m− 1 −→ . . . 1 −→ 0,
et un objet de SPr(C)I est donc la donne´e pour tout entier n d’un pre´faisceau sim-
plicial Fn ∈ SPr(C), et de morphismes fn : Fn −→ Fn−1. La limite homotopique
de F ∈ SPr(C)I sera alors note´e HolimnFn.
Comme le foncteur de faisceautisation ne commute pas avec les limites in-
finies, on ne disposera pas en ge´ne´ral d’une suite exacte de Milnor reliant les
faisceaux d’homotopie de HolimnFn avec ceux de F . Ceci entraine aussi qu’il
n’existe pas de de´composition de Postnikov en ge´ne´ral. Nous allons cependant
utiliser le lemme 1.2.1 et la suite exacte de Milnor de [15, Prop. V I.2.15] pour
donner un crite`re de convergence des de´compositions de Postnikov. Pour cela nous
supposerons connu le cas absolu (tel qu’il est de´crit dans [15, §V I] par exemple).
Soit ∗ −→ F un pre´faisceau simplicial pointe´ tel que π0(F ) ≃ ∗. Quitte
a` se restreindre au sous-pre´faisceau simplicial de F des simplexes au-dessus du
point ∗ (ce qui changera F en un pre´faisceau simplicial e´quivalent), on pourra
meˆme supposer que F est 0-re´duit, et donc que πpr0 (F ) ≃ ∗. De plus, quitte
a` prendre un remplacement fibrant pour la structure forte on pourra supposer
que F (X) est un ensemble simplicial fibrant pour tout objet X ∈ C. Rappelons
que le pre´faisceau en groupes πpr1 (F, ∗) ope`re naturellement sur π
pr
n (F, ∗), et de
meˆme le faisceau en groupes π1(F, ∗) ope`re sur πn(F, ∗). Nous utiliserons alors les
pre´faisceaux simpliciaux K(πpr1 (F, ∗), π
pr
n (F, ∗), n + 1) de´finis dans le paragraphe
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suivant. Ce sont des pre´faisceaux simpliciaux pointe´s, connexes et fibrants pour la
structure forte, et avec
πpri (K(π
pr
1 (F, ∗), π
pr
n (F, ∗), n+ 1), ∗) ≃ ∗ pour i 6= 1, n+ 1
πpr1 (K(π
pr
1 (F, ∗), π
pr
n (F, ∗), n+ 1), ∗) ≃ π
pr
1 (F, ∗)
πprn+1(K(π
pr
1 (F, ∗), π
pr
n (F, ∗), n+ 1), ∗) ≃ π
pr
n (F, ∗),
et dont l’action du πpr1 sur le π
pr
n est celle donne´e pre´ce´demment.
Conside´rons la tour de Postnikov de F , {τ≤nF}n, de´finie objet par objet de
C comme dans [15, V I.3]. Il s’agit d’un diagramme
. . . // τ≤nF
pn // τ≤n−1F
pn−1 // . . . τ≤0F = ∗ ,
ou` la fibre homotopique du morphisme pn est e´quivalente pour la structure forte
au pre´faisceau simplicial K(πprn (F, ∗), n). On peut donc trouver pour n > 1, un
diagramme homotopiquement carte´sien pour la structure forte
τ≤nF //

τ≤n−1F

K(πpr1 (F, ∗), 1)
// K(πpr1 (F, ∗), π
pr
n (F, ∗), n+ 1),
qui est un diagramme classifiant pour la fibration τ≤nF −→ τ≤n−1F . Mais comme
les produits fibre´s homotopiques sont inde´pendants a` e´quivalence pre`s de la topolo-
gie sur C, on trouve aussi des diagrammes homotopiquement carte´siens
τ≤nF //

τ≤n−1F

K(π1(F, ∗), 1) // K(π1(F, ∗), πn(F, ∗), n+ 1).
La proposition suivante est due a` R. Thomason dans le cas stable, et a` J.F.
Jardine dans le cas ge´ne´ral (voir [28, Lem. 3.4]).
Proposition 1.2.2 Soit ∗ −→ F un pre´faisceau simplicial pointe´ avec π0(F ) ≃ ∗,
et En un mode`le fibrant pour K(πn(F, ∗), n+ 1). Supposons qu’il existe un entier
N , tel que pour tout entier i ≥ 0 et tout n > i+N on ait
πpri (En, ∗) ≃ 0.
Alors le morphisme naturel
F −→ Holimnτ≤nF
est un e´quivalence.
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Preuve: Conside´rons le diagramme commutatif
F
f //
p
!!C
CC
CC
CC
C
Holimn>0τ≤nF
q
wwppp
pp
pp
pp
pp
τ≤1F
Comme Holimn>0τ≤nF est naturellement e´quivalent a` Holimnτ≤nF , il suffit de
montrer que le morphisme f est une e´quivalence. De plus, une utilisation de la suite
exacte longue en homotopie montre qu’il suffit de de´montrer que le morphisme
induit sur les fibres homotopiques des morphismes p et q est une e´quivalence. Ceci
implique que l’on peut remplacer F par la fibre homotopique de p, et donc se
ramener au cas ou` F est simplement connexe (i.e. π1(F, ∗) ≃ π0(F ) ≃ ∗).
On peut clairement supposer que F est un champ, ce que nous ferons. De
plus, quitte a` remplacer le diagramme {τ≤nFn}n par un diagramme qui lui est
e´quivalent, on peut aussi supposer que chaque τ≤nF est un champ, et que chacun
des diagrammes
τ≤nF //

τ≤n−1F

• // En,
est homotopiquement carte´sien pour la structure forte. D’apre`s [15, Prop. V I.2.15],
il existe pour tout i ≥ 0 d’une suite exacte courte de pre´faisceaux
Lim1nπ
pr
i+1(τ≤nF )
// πpri (Holim
triv
n τ≤nF )
// Limnπ
pr
i (τ≤nF )
// 0 ,
ou` Holimtriv de´signe la limite homotopique pour la topologie triviale (et ou`
nous ne mentionons pas le point de base). Cependant, l’hypothe`se faite sur les
pre´faisceaux d’homotopie de En entraine que le syste`me projectif {π
pr
i (τ≤nF, ∗)}n
est stationnaire. La suite exacte pre´ce´dente se re´duit donc un isomorphisme de
pre´faisceaux
πpri (Holim
triv
n τ≤nF, ∗) ≃ π
pr
i (τ≤nF, ∗),
pour n > i+N . En passant aux faisceaux d’homotopie on en de´duit que le mor-
phisme naturel Holimtrivn τ≤nF −→ τ≤nF induit des isomorphismes de faisceaux
πi(Holim
triv
n τ≤nF ) ≃ πi(τ≤nF, ∗),
pour n > i + N . Or, comme on a πi(F, ∗) ≃ πi(τ≤nF, ∗) de`s que i ≤ n, ceci im-
plique clairement que le morphisme F −→ Holimtrivn τ≤nF est une e´quivalence.
Le lemme 1.2.1 implique alors qu’il en est de meˆme du morphisme naturel F −→
Holimnτ≤nF . 2
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Remarque: Remarquer que la condition πpri (En) = 0 pour n > i + N est
e´quivalent a` la condition que Hn+1−i(X,πn(F, ∗)) = 0, pour tout n > i + N et
tout objet du site X ∈ C.
En corollaire de la de´monstration on trouve le re´sultat suivant.
Corollaire 1.2.3 Soit
F // . . . // Fn // Fn−1 // . . . // . . . // F1 // F0 = ∗
une tour de champs pointe´s et connexes, telle que pour tout n > 0, la fibre homo-
topique de Fn −→ Fn−1 soit e´quivalente a` un pre´faisceau simplicial de la forme
K(πn, n). Supposons de plus qu’il existe un entier N > 0 tel que pour tout objet
X ∈ C et tout n > 0 on ait Hn+i−1(X,πn) = 0 de`s que n > i+N . Alors, on a
π0(HolimnFn) = ∗ πi(HolimnFn, ∗) ≃ πi pour i > 0.
1.3 Cohomologie des pre´faisceaux simpliciaux
Nous conside`rerons essentiellement le cas particulier des pre´faisceaux simpliciaux
pointe´s s : ∗ −→ F tels que le morphisme induit sur le faisceau des composantes
connexes ∗ −→ π0(F ) soit un isomorphisme. Un tel F sera appele´ un pre´faisceau
simplicial pointe´ et connexe.
De´finition 1.3.1 Un syste`me localM sur un pre´faisceau simplicial pointe´ et con-
nexe F , est la donne´e d’un faisceau en groupes abe´liens M , et d’une action de
π1(F, s) sur M . Un morphisme entre deux tels syste`mes locaux M et M
′, est la
donne´e d’un morphisme de faisceaux de groupes M −→M ′ qui commute avec les
actions de π1(F, s).
La cate´gorie abe´lienne des syste`mes locaux sur F ainsi de´finie sera note´e
SysLoc(F ).
Rappelons que pour un V-groupeG on peut construire son classifiantK(G, 1),
qui est un V-ensemble simplicial de´fini de la fac¸on suivante. On commence par
de´finir E(G, 1), qui est l’ensemble simplicial nerf du morphisme naturel G −→ ∗.
Ainsi, E(G, 1)m := G
m+1, et les faces et de´ge´ne´rescences sont donne´es par les
projections et les diagonales. Le groupe G ope`re sur E(G, 1) en ope`rant sur lui-
meˆme a` gauche. On de´finit alorsK(G, 1) := E(G, 1)/G. Cette construction s’e´tend
naturellement au cas ou` G est un V-ensemble simplicial muni d’une loi de groupe.
En effet, on forme alors l’ensemble bisimplicial K(G, 1)p,q := K(Gp, 1)q, et on
de´finit K(G, 1) comme son ensemble simplicial diagonal. Ainsi, on a K(G, 1)n =
K(Gn, 1)n. On peut aussi commencer par former l’ensemble bisimplicial nerf du
morphisme G −→ ∗, et appeler sa diagonale E(G, 1). Le groupe G ope`re alors sur
E(G, 1) et on a K(G, 1) = E(G, 1)/G. Rappelons aussi que l’ensemble simplicial
K(G, 1) est naturellement pointe´ (par l’image de l’identite´ de E(G, 1)), et qu’il
existe des isomorphismes naturels πm(K(G, 1), ∗) ≃ πm−1(G, e).
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Lorsque G est un groupe abe´lien simplicial l’ensemble simplicial K(G, 1)
he´rite d’une loi de groupe abe´lien induite par celle de G. On peut alors ite´rer
la construction pre´ce´dente et poser
E(G,m) := E(K(G,m− 1), 1) K(G,m) := K(K(G,m− 1), 1).
La fonctorialite´ des constructions pre´ce´dentes permet de de´finir pour tout pre´-
faisceau en groupes simpliciaux G sur C, des pre´faisceaux simpliciaux E(G, 1) et
K(G, 1). De plus, lorsque G est abe´lien on dispose aussi des pre´faisceaux simplici-
aux E(G,m) et K(G,m). Le groupe simplicial K(G,m− 1) ope`re sur E(G,m) et
on a K(G,m) = E(G,m)/K(G,m − 1). Nous de´finirons par convention K(G, 0)
comme e´tant le faisceau de groupes simpliciaux G.
Soit G un pre´faisceau en groupes ope`rant sur un pre´faisceau en groupes
abe´liens M a` travers un morphisme de pre´faisceaux ρ : G −→ AutC(M). Alors le
groupe G ope`re encore de fac¸on naturelle sur les pre´faisceaux en groupes abe´liens
simpliciaux K(M,m − 1), pour m > 0. On peut donc former le produit semi-
direct de G par K(M,m− 1), qui est un pre´faisceau en groupes simpliciaux note´
G×ρK(M,m−1). On notera par la suite K(G,M,m) := K(G×ρK(M,m−1), 1).
On dispose de plus d’une suite exacte de pre´faisceaux en groupes simpliciaux
K(M,m− 1) −→ G×ρ K(M,m) −→ G.
En en prenant l’image par le foncteur K(−, 1) on en de´duit deux nouveaux mor-
phismes
K(M,m) // K(G,M,m)
p // K(G, 1).
Pour m = 0, on de´finit par convention K(G,M, 0) comme e´tant le pre´faisceau
en groupes G ×ρ M , produit semi-direct de G par M . La suite exacte longue en
homotopie implique alors que K(M,m) est naturellement e´quivalent dans SPr(C)
a` la fibre homotopique du morphisme p, et ceci pour tout m ≥ 0. Le pre´faisceau
simplicial K(G,M,m) est donc caracte´rise´ a` e´quivalence forte pre`s par le fait que
πpri (K(G,M,m), ∗) = ∗ pour i 6= 1,m
πpr1 (K(G,M,m), ∗) ≃ G π
pr
m (K(G,M,m), ∗) ≃M,
et par l’action de G sur M .
Soit maintenant F un pre´faisceau simplicial connexe, et ρ : G = π1(F, s) −→
AutC(M) un syste`me local. On dispose d’un morphisme d’ensembles simpliciaux
p∗ : RHom(F,K(G,M,m)) −→ RHom(F,K(G, 1)).
De plus, il existe un morphisme naturel dansHo(SPr(C)), F −→ τ≤1F ≃ K(G, 1),
qui de´finit donc un point ∗ ∈ RHom(F,K(G, 1)). Nous de´finissons alors l’ensemble
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simplicial RHomρ(F,K(M,m)) comme e´tant la fibre homotopique du morphisme
p∗ au point ∗. Remarquer que si ρ est le morphisme trivial alors l’ensemble sim-
plicial RHomρ(F,K(M,m)) est naturellement e´quivalent a` RHom(F,K(M,m)).
De´finition 1.3.2 Lem-e`me groupe de cohomologie du pre´faisceau simplicial pointe´
et connexe F , a` coefficients dans le syste`me local ρ : π1(F, s) −→ AutC(M) est
de´fini par
Hm(F,M) := π0(RHomρ(F,K(M,m))).
Plus ge´ne´ralement, si F ∈ SPr(C) est un pre´faisceau simplicial (non pointe´)
et M un faisceau de groupes abe´liens sur C, nous noterons
Hm(F,M) := π0RHom(F,K(M,m)).
Lorsque F = hX , pour X un objet du site C, ces groupes seront note´s H
m(X,M),
et Hm(C,M) si X est l’objet final de C.
En utilisant les suites exactes longues en homotopie associe´es a` des fibrations,
il est facile de ve´rifier les deux faits suivants.
• Le groupe H0(F,M) s’identifie naturellement au sous-groupe de Γ(M) in-
variant par l’action de Γ(π1(F, s)).
• Pour toute suite exacte 0 // M //M ′ //M ′′ // 0 de syste`mes
locaux, il existe une suite exacte longue fonctorielle
0 // H0(F,M) // H0(F,M ′) // H0(F,M ′′) // H1(F,M) // . . .
Hm(F,M) // Hm(F,M ′) // Hm(F,M ′′) // Hm+1(F,M) // . . .
Lorsque (F, s) = (K(G, 1), ∗), pour G un pre´faisceau en groupes sur C, les
foncteurs Hm(F,M) sont en re´alite´ des foncteurs de´rive´s. Comme nous ne con-
naissons pas de re´fe´rences ge´ne´rales sur le sujet nous donnerons une esquisse de
preuve du the´ore`me suivant. Il s’agit de toute e´vidence d’un re´sultat faisant partie
du folklore de la the´orie.
The´ore`me 1.3.3 Soit G un pre´faisceau en groupes sur C et (F, s) = (K(G, 1), ∗).
Alors, pour tout entier m, le foncteur
Hm(F,−) : SysLoc(F ) −→ V−Ab
(ρ : G→M) 7→ Hm(F,M)
est isomorphe au m-e`me foncteur de´rive´ du foncteur H0(F,−).
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Esquisse de preuve: Commenc¸ons par traiter le cas ou` G = {1} est trivial. Il
faut alors montrer que pour tout faisceau de groupes abe´liensM sur C, Hm(C,M)
est isomorphe a` la cohomologie de C, calcule´e par foncteur de´rive´, a` coefficients
dansM (que nous noterons Hmder(C,−)). Pour cela, notons C
−(C,Ab) la cate´gorie
des complexes de pre´faisceaux en V-groupes abe´liens sur C qui sont concentre´s en
degre´s ne´gatifs ou nuls (avec une diffe´rentielle de degre´ +1). Pour chaque objet E
de cette cate´gorie, on dispose de ses pre´faisceaux de cohomologie Hnpr(E), dont les
faisceaux associe´s seront note´sHn(E). Un quasi-isomorphisme est par de´finition un
morphisme de C−(C,Ab), f : E −→ E′, tel que pour tout m, le morphisme induit
Hm(f) : Hm(E) −→ Hm(E′) soit un isomorphisme de faisceaux. On notera alors
D−(C,Ab) la cate´gorie obtenue a` partir de C−(C,Ab) en inversant formellement
les quasi-isomorphismes. Il est alors bien connu que les foncteurs de cohomologie
par foncteurs de´rive´s se calculent par la formule suivante
Hmder(C,M) ≃ [Z,M [m]]D−(C,Ab),
ou` Z est le pre´faisceau constant de fibre Z, et M [m] est le complexe concentre´ en
degre´ −m et de valeurs M .
Introduisons SAb(C), la cate´gorie des pre´faisceaux en V-groupes abe´liens
simpliciaux sur C. D’apre`s [15, Cor. III.2.3] il existe une e´quivalence de cate´gories
Γ : C−(C,Ab) −→ SAb(C) (ou` Γ est de´fini terme a` terme au-dessus de C). De
plus, en remplac¸ant les ensembles simpliciaux par des groupes abe´liens simpliciaux
dans les paragraphes pre´ce´dents, on munit SAb(C) d’une structure de cate´gorie
de mode`les ou` les e´quivalences et les fibrations sont detecte´es dans SPr(C) (i.e.
en oubliant la structure de groupes). A l’aide de [15, Cor. III.2.7] on voit que
le foncteur Γ est compatible avec la formation des faisceaux de cohomologie et
d’homotopie, et qu’il de´finit une bijection de l’ensemble des quasi-isomorphismes
de C−(C,Ab) vers l’ensemble des e´quivalences de SAb(C). Il induit donc une
e´quivalence sur les cate´gories homotopiques associe´es
Γ : D−(C,Ab) ≃ Ho(SAb(C)).
Ainsi, pour tout pre´faisceau en groupes abe´liens M on a
[Z,M [m]]D−(C,Ab) ≃ [Γ(Z),Γ(M [m])]Ho(SAb(C)).
Cependant Γ(Z) est e´quivalent dans SAb(C) au pre´faisceau constant de fibre Z,
et Γ(M [m]) est e´quivalent a` K(M,m). On a donc
Hmder(C,M) ≃ [Z,M [m]]Ho(C−Ab(C)) ≃ [Z,K(M,m)]Ho(SAb(C)).
Pour achever la de´monstration dans ce premier cas, on fait appel a` l’adjonction de
Quillen
−⊗ Z : SPr(C) −→ SAb(C) j : SAb(C) −→ SPr(C),
ou` −⊗ Z est le foncteur d’abe´lianisation, et j est le foncteur d’oublie de la struc-
ture de groupes. Cette adjonction descend en une adjonction sur les cate´gories
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homotopiques, et donne
Hmder(C,M) ≃ [Z,K(M,m)]Ho(SAb(C)) ≃ [∗, j(K(M,m))]Ho(SPr(C))
≃ π0RHom(∗,K(M,m)) ≃ H
m(C,M).
Revenons au cas ge´ne´ral ou` F = K(G, 1), pour G un pre´faisceau en groupes.
Rappelons que l’on peut de´finir un site G-e´quivariant C/BG. Ses objets sont ceux
de C, et ils seront note´s symboliquement X −→ BG pour X ∈ C. La donne´e d’un
morphisme dans C/BG
X
!!C
CC
CC
CC
C
u // Y
}}{{
{{
{{
{{
BG
est la donne´e d’un couple (f, x), ou` f : X → Y est un morphisme de C, et
x ∈ G(X). Les morphismes se composent naturellement par la formule (g, y) ◦
(f, x) = (g ◦ f, f∗(y).x), pour X
f // Y
g // Z et x ∈ G(X), y ∈ G(Y ).
La topologie sur C/BG est de´finie en de´cre´tant que les familles couvrantes dans
C/BG sont celles qui sont couvrantes dans C. Il est clair que C/BG posse`de des
produits fibre´s, mais il ne posse`de pas de produits finis en ge´ne´ral (et encore moins
d’objet final). De plus, la donne´e d’un pre´faisceau (resp. d’un faisceau) sur C/BG
est naturellement e´quivalente a` celle d’un pre´faisceau (resp. d’un faisceau) sur C
muni d’une action de G. Il existe donc une e´quivalence de cate´gorie SPr(C/BG) ≃
G− SPr(C), ou` G− SPr(C) est la cate´gorie des objets de SPr(C) munis d’une
action de G. Ceci montre aussi que la cate´gorie abe´lienne SysLoc(K(G, 1)) est
e´quivalente a` la cate´gorie des faisceaux en groupes abe´liens sur C/BG, et donc
posse`de suffisemment d’injectifs.
Rappelons aussi que pour tout objet F ∈ SPr(C), on peut conside´rer la
cate´gorie des objets sur F , SPr(C)/F , qui est naturellement munie d’une structure
de cate´gorie de mode`les ferme´e simpliciale. De plus, pour tout morphisme f : F −→
F ′ on dispose d’une adjonction de Quillen
f! : SPr(C)/F −→ SPr(C)/F
′
(G→ F ) 7→ (G→ F → F ′)
f∗ : SPr(C)/F ′ −→ SPr(C)/F
(G→ F ′) 7→ (F ×G F
′ → F ),
ou` f! est l’adjoint a` gauche. Comme SPr(C) est une cate´gorie de mode`les propre
a` droite, l’adjonction pre´ce´dente est en re´alite´ une e´quivalence de Quillen de`s que
f est une e´quivalence.
Notons alors HomF les Hom simpliciaux de SPr(C)/F . On ve´rifie a` l’aide
des de´finitions et de l’e´quivalence de Quillen ci-dessus, que pour tout syste`me local
ρ : G −→ AutC(M) sur K(G, 1), on dispose d’isomorphismes naturels
Hm(K(G, 1),M) ≃ π0RHomK(G,1)(K(G, 1),K(G,M,m)).
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En utilisant un argument tout a` fait similaire a` celui utilise´ dans [57, §2.3] on
peut de´montrer qu’il existe une e´quivalence de Quillen de la cate´gorie de mode`les
SPr(C)/K(G, 1) vers la cate´gorie de mode`les SPr(C/BG) (on renvoit a` [31] pour
plus de de´tails sur cette e´quivalence. Lorsque G n’est pas un pre´faisceau simpli-
cial cofibrant on en prendra tout d’abord un remplacement cofibrant en tant que
pre´faisceau en groupes simpliciaux). Ainsi, on en de´duit un isomorphisme naturel
Hm(K(G, 1),M) ≃ π0RHomBG(∗,K(M,m)BG),
ou` HomBG de´signe le Hom simplicial de la cate´gorie de mode`les simpliciale
SPr(C/BG), et K(M,m)BG est le pre´faisceau simplicial sur C/BG correspon-
dant a` travers l’e´quivalence SPr(C/BG) ≃ G− SPr(C) au pre´faisceau simplicial
K(M,m) muni de son action naturelle. En faisant appel au cas particulier traite´
pre´ce´demment pour le site C/BG, on voit que Hmρ (K(G, 1),M) est isomorphe
a` Hmder(C/BG,M). En particulier, si M correspond a` un objet injectif dans la
cate´gorie des syste`mes locaux sur K(G, 1), on a Hm(K(G, 1),M) = 0 pour m > 0.
On en de´duit que la collection de foncteurs {Hm(K(G, 1),−)}m forme un fonc-
teur cohomologique effac¸able, et qu’il est donc isomorphe au foncteur de´rive´ de
H0(K(G, 1),−). 2
Remarquer que le the´ore`me pre´ce´dent applique´ au site C/X , des objets sur
un objet X , montre que le foncteur Hm(X,−) est le m-e`me foncteur de´rive´ du
foncteur des sections globales Γ : Ab(C/X) −→ Ab. Ainsi, pour les pre´faisceaux
simpliciaux repre´sentables par des objets du site, la cohomologie que nous avons
de´finie dans la de´finition 1.3.2 coincide avec la cohomologie de´finie par foncteurs
de´rive´s.
1.4 H∞-Champs
Dans ce paragraphe nous avons rassemble´ quelques re´sultats de la the´orie du
de´lac¸age dans le cadre des pre´faisceaux simpliciaux. La re´fe´rence pour le cas
topologique est [46].
Soit s : ∗ −→ F un pre´faisceau simplicial pointe´. On de´finit le pre´faisceau
des lacets de base s par la formule
ΩsF : C
o −→ V− SEns
X 7→ Ωs(X)F (X).
Ici, pour un ensemble simplicial pointe´ (X,x), ΩxX est de´fini comme e´tant l’ens-
emble simplicial des morphismes de ∆1 vers X qui envoient les deux sommets de
∆1 sur x. La de´finition pre´ce´dente fournit un foncteur Ω : SPr(C)∗ −→ SPr(C)∗
de la cate´gorie des pre´faisceaux simpliciaux pointe´s vers elle meˆme. On peut ve´rifier
que ce foncteur est en re´alite´ de Quillen a` droite. Il se de´rive donc en un foncteur
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sur les cate´gories homotopiques
RΩ : Ho(SPr(C)∗) −→ Ho(SPr(C)∗).
A l’aide de la suite exacte longue en homotopie on ve´rifie aise´ment que les faisceaux
d’homotopie de RΩsF sont donne´s par
πm(RΩsF, ∗) ≃ πm+1(F, s) π0(RΩsF ) ≃ π1(F, s).
En particulier, ceci montre que l’on peut calculer RΩ∗F en supposant que C est
muni de la topologie triviale. Pour eˆtre plus pre´cis, ceci veut dire que si l’on note
RfΩ∗ le foncteur de´rive´ a` droite de Ω∗ lorsque C est muni de la topologie triviale,
alors le morphisme naturel dans Ho(SPr(C))
RfΩ∗(F ) −→ RΩ∗(F )
est un isomorphisme. Ceci va nous permettre de ge´ne´raliser sans trop de proble`mes
les re´sultats standards de [46] au cas des pre´faisceaux simpliciaux.
De´finition 1.4.1 Un pre´-∆o-pre´faisceau simplicial est un foncteur
F : ∆o −→ SPr(C)
[m] 7→ Fm
tel que F0 = ∗. La cate´gorie des pre´-∆
o-pre´faisceaux simpliciaux sera note´e Pr∆o−
SPr(C).
Cette de´finition et les re´sultats qui vont suivre valent en particulier pour le
cas ou` C = ∗ est le site trivial. Nous noterons dans ce cas Pr − ∆o − SEns :=
Pr −∆o − SPr(∗), que nous appellerons la cate´gorie des pre´-∆o-ensembles sim-
pliciaux.
Comme [0] est initial dans ∆o, on peut identifier la cate´gorie Pr∆o−SPr(C)
avec la cate´gorie des pre´faisceaux sur ∆− [0] a` valeurs dans SPr(C)∗, la cate´gorie
des pre´faisceaux simpliciaux pointe´s. Comme SPr(C)∗ est une cate´gorie de mode`l-
es engendre´e par cofibrations on peut alors appliquer [15, §II.6.9] et munir Pr∆o−
SPr(C) d’une structure de cate´gorie de mode`les. Rappelons que les fibrations
(resp. les e´quivalences) pour cette structure sont les morphismes f : G −→ G tels
que pour tout [m] ∈ ∆, le morphisme induit fm : Fm −→ Gm soit une fibration
(resp. une e´quivalence) dans SPr(C).
Soit F : ∆o −→ D un objet simplicial d’une cate´gorie D posse´dant des
produits finis, et supposons que F0 soit l’objet final dans D. Rappelons que l’on
peut alors de´finir pour tout n ≥ 1 le n-e`me morphisme de Segal Fn −→ F
n
1 . Il est
induit par les n-morphismes dans ∆, pi : [1] −→ [n], ou` chaque pi est de´fini par
pi(0) = i et pi(1) = i+ 1.
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De´finition 1.4.2 Un objet F de Pr∆o − SPr(C) est appele´ un H∞-champ s’il
ve´rifie les trois conditions suivantes.
• Pour tout n, Fn est un champ.
• Pour tout n, le morphisme de Segal
Fn −→ F
n
1
est une e´quivalence dans SPr(C).
• La loi de mono¨ıde naturellement induite sur le faisceau π0(F1) est une loi de
groupe.
Par extensions, nous appellerons encore H∞-champ tout objet de la cate´gorie
homotopique Ho(Pr −∆o − SPr(C)) qui est isomorphe a` un H∞-champ.
Pour un objet F ∈ Pr∆o − SPr(C) on de´finit son pre´faisceau simplicial
classifiant BF , de´fini par BFn := (Fn)n. Si F est vu comme un pre´faisceau bi-
simplicial sur C, alors BF en est le pre´faisceau simplicial diagonal. De plus, comme
F0 = ∗, BF est un pre´faisceau simplicial re´duit (i.e. F0 = ∗), et en particulier
peut-eˆtre vu comme un pre´faisceau simplicial pointe´, BF ∈ SPr(C)∗. Ceci de´finit
e´videmment un foncteur
B : Pr∆o − SPr(C) −→ SPr(C)∗.
Ce foncteur posse`de un adjoint a` droite, note´ usuellement Ω∗. Pour me´moire rap-
pelons que pour F ∈ SPr(C)∗, Ω∗(F ) est de´fini par
Ω∗(F ) : ∆
o −→ SPr(C)
[m] 7→ F∆
n
∗
ou` ∆m∗ est l’ensemble simplicial pointe´ obtenu a` partir de ∆
m en identifiant tous
ses sommets en un point unique. En d’autres termes, Ω∗Fm est le pre´faisceau sim-
plicial des morphismes ∆m −→ F qui envoient tous les sommets de ∆m sur le
point distingue´ de F .
Le the´ore`me suivant est une ge´ne´ralisation du the´ore`me principal de la the´orie
du de´lac¸age de G. Segal. Comme nous ne connaissons pas de re´fe´rences pre´cises
nous donnerons quelques indications pour montrer qu’il se de´duit du the´ore`me
original.
The´ore`me 1.4.3 Le foncteur Ω∗ : SPr(C)∗ −→ Pr−∆
o−SPr(C) est de Quillen
a` droite, et son adjoint a` gauche B pre´serve les e´quivalences. De plus les deux
assertions suivantes sont vraies.
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1. Pour tout objet F ∈ SPr(C)∗, RΩ∗(F ) est un H∞-espace, et le morphisme
d’adjonction
BRΩ∗F −→ F
est un isomorphisme dans Ho(SPr(C)∗) lorsque F est connexe (i.e. π0(F ) ≃
∗).
2. De meˆme, si F est un H∞-champ, alors le morphisme d’adjonction
F −→ RΩ∗(BF )
est un isomorphisme dans la cate´gorie homotopique Ho(Pr−∆o−SPr(k)).
Esquisse de preuve: Le fait que (B,Ω∗) soit une adjonction de Quillen pour
la structure forte est imme´diat. De plus, on ve´rifie sans proble`mes que Ω∗ envoie
tout objet fibrant sur un objet fibrant. Le fait que le couple de foncteurs (B,Ω∗)
est une adjonction de Quillen est alors une proprie´te´ ge´ne´rale des localisations de
Bousfield a` gauche (On pourra par exemple appliquer [22, Thm. 3.4.20]). Comme
B pre´serve les e´quivalences fortes et que les fibrations triviales sont aussi des
e´quivalences fortes, il est facile de voir que B pre´serve aussi les e´quivalences.
(1) Le fait que Ω∗(F ) soit un H∞-champ lorsque F est fibrant provient
imme´diatement de sa de´finition et du fait que π0(Ω∗(F )) ≃ π1(F, ∗). Pour voir
que le morphisme d’adjonction est un isomorphisme, on peut par exemple utiliser
le fait que le foncteur de´rive´ de Ω∗ est inde´pendant de la topologie sur C. Quitte a`
se restreindre au sous-pre´faisceau simplicial de F des simplexes au-dessus du point
∗ on peut ainsi se ramener au cas ou` la topologie est triviale. Dans ce cas c’est une
application de [46] objet par objet de C.
(2) Soit F un H∞-champ, que l’on peut supposer fibrant dans Pr − ∆
o −
SPr(C). Comme les morphismes de Segal Fn −→ F
n
1 sont des e´quivalences entre
objets fibrants, ce sont des e´quivalences fortes. De plus, dire que π0(F ) est un
groupe est e´quivalent a` dire que le morphisme F2 −→ F
2
1 , donne´ par la ”mul-
tiplication” et ”la premie`re projection” est une e´quivalence. De meˆme, c’est une
e´quivalence forte. On voit ainsi que F est un H∞-champ lorsque C est muni de la
topologie triviale. De plus, on a vu que le foncteur de´rive´ RΩ∗ pouvait se calculer
en utilisant la topologie triviale. On en de´duit donc que l’on peut supposer que
C est muni de la topologie triviale. Le re´sultat de´coule alors d’une application de
[46] objet par objet de C. 2
Tout comme dans [57], on de´duit du the´ore`me 1.4.3 une e´quivalence en-
tre la the´orie homotopique des objets en groupes dans SPr(C) et celle des H∞-
champs sur C. Nous utiliserons en particulier que tout H∞-champ est naturelle-
ment e´quivalent a` un pre´faisceau en groupes simpliciaux.
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1.5 Sche´mas en groupes affines
Pour tout ce paragraphe k sera un corps de caracte´ristique quelconque, et nous
noterons par (Aff/k)fpqc le site des U-sche´mas affines sur Spec k muni de la
topologie fide`lement plate et quasi-compacte (voir [47, V I.6.3]). Nous noterons
alors SPr(k) la cate´gorie des pre´faisceaux en V-ensembles simpliciaux sur le site de
Grothendieck (Aff/k)fpqc, munie de sa structure de cate´gorie de mode`les de´crite
dans le paragraphe 1.1.
NotonsGpAff/k la cate´gorie des groupes dans Aff/k, dont nous appellerons
les objets des sche´mas en groupes affines (ainsi un sche´ma en groupes affines
sera toujours un e´le´ment de U). Tout objet G ∈ GpAff/k repre´sente un fais-
ceau en groupes hG. En notant Gp(k) la cate´gorie des faisceaux en V-groupes sur
(Aff/k)fpqc, ceci induit un foncteur
h : GpAff/k −→ Gp(k)
G 7→ hG,
qui par le lemme de Yoneda est pleinement fide`le. Les objets dans l’image essentielle
de ce foncteur seront aussi appele´s des sche´mas en groupes affines.
Rappelons alors que le fait que k soit un corps entraine que le foncteur hG
est exact (voir [11, III, §3, no7]). Ceci signifie que pour toute suite exacte dans
GpAff/k
1 // G1 // G2 // G3 // 1
la suite induite
1 // hG1 // hG2 // hG3 // 1
est une suite exacte de faisceaux sur (Aff/k)fpqc. En particulier, la sous-cate´gorie
de Gp(k) forme´e des sche´mas en groupes affines est stable par noyaux, co-noyaux
et images. De plus, d’apre`s [39, III Thm. 4.3] on sait que si G est un sche´ma en
groupe affine, X un sche´ma affine et P un hG-torseur de faisceau quotient hX ,
alors P est repre´sentable par un sche´ma affine. Ainsi, la sous-cate´gorie pleine de
Gp(k) forme´e des sche´mas en groupes affines est aussi stable par extensions. Enfin,
comme le foncteur d’oublie de la structure de groupe commute avec les limites,
et qu’une U-limite projective de sche´mas affines est un sche´ma affine, on voit que
la sous-cate´gorie pleine de Gp(k) des sche´mas en groupes affines est aussi stable
par U-limites projectives. Notons aussi que le faisceau image d’un morphisme de
sche´mas en groupes affines f : G −→ H est toujours repre´sente´ par un sous-sche´ma
ferme´ dans H ([11, III, §3, Thm.7.2]).
Rappelons enfin qu’un sche´ma en groupes affine G est la limite projective de
ses quotients de types finis sur k. Ceci permet alors d’identifier la cate´gorie des
sche´mas en groupes affines avec celle des Pro-objets (dans U) dans la cate´gorie des
sche´mas en groupes affines de type fini sur k (voir [11, III, §3, Cor.7.5]).
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Ces proprie´te´s nous permettent d’identifier sans risque un sche´ma en groupes
affine G au faisceau qu’il repre´sente hG. Ainsi, par la suite nous noterons G aussi
bien pour de´signer l’un ou l’autre.
Nous appellerons repre´sentation line´aire d’un sche´ma en groupes affine G, la
donne´e d’un G − O-module dont le O-module sous-jacent est quasi-cohe´rent et
appartient a` U (voir [11, II, §2]). C’est donc la donne´e d’un k-espace vectoriel V
(e´ventuellement de dimension infini) de U, et pour tout sche´ma affine SpecA ∈
Aff/k d’un morphisme de groupes G(A) −→ AutA(V ⊗ A), fonctoriel en A. La
cate´gorie des repre´sentations line´aires de G sera note´e Repk(G). Pour V une telle
repre´sentation, nous noterons encore par V le faisceau de G − O-modules sous-
jacent. Notons aussi que toute repre´sentation line´aire est limite inductive de ses
sous-repre´sentations de dimension finie sur k. Ainsi, la cate´gorieRepk(G) s’identifie
a` la cate´gorie des Ind-objets de la cate´gorie des repre´sentations line´aires sur G de
dimension finie. Remarquons enfin qu’une repre´sentation line´aire V de dimension
finie d, d’un sche´ma en groupes affine G, de´termine une action de G sur le sche´ma
en groupes affine V ≃ Gda.
L’oublie de la structure de O-module permet de voir une repre´sentation
line´aire de G comme un syste`me local sur K(G, 1) (voir Def. 1.3.1). Ceci four-
nit un foncteur Repk(G) −→ SysLoc(K(G, 1)), qui est exact et fide`le, mais qui
n’est pas pleinement fide`le en ge´ne´ral. Ce foncteur nous permet de parler de co-
homologie d’un sche´ma en groupes affine G a` valeurs dans une repre´sentation
line´aire V. Par de´finition il s’agira de la cohomologie de K(G, 1) a` valeurs dans le
syste`me local correspondant. Ces groupes de cohomologie seront simplement note´s
Hi(K(G, 1), V ), et sont naturellement munis d’une structure de k-espaces vecto-
riels. Remarquer que H0(K(G, 1), V ) s’identifie naturellement au sous-k-espace
vectoriel de V des points fixes par G, qui sera note´ par la suite V G.
Lemme 1.5.1 Pour tout entier i, le foncteur
Hi(K(G, 1),−) : Repk(G) −→ k − V ect
est le i-e`me foncteur de´rive´ du foncteur H0(K(G, 1),−).
Esquisse de preuve: Soit V ∈ Repk(G) une repre´sentation line´aire de G. Le
faisceau sous-jacent au syste`me local V ∈ SysLoc(K(G, 1)) e´tant quasi-cohe´rent
il est acyclique sur (Aff/k)fpqc. Le pre´faisceau simplicial K(V, i) est donc fibrant
en tant qu’objet de la cate´gorie G − SPr(k), des pre´faisceaux simpliciaux munis
d’une action de G (ou encore des pre´faisceaux simpliciaux sur le site e´quivariant
(Aff/k)/BG). La cohomologie de K(G, 1) a` valeurs dans V peut donc se calculer
a` l’aide de la topologie triviale sur Aff/k. Mais alors, on sait d’apre`s le the´ore`me
1.3.3 que le foncteur Hi(K(G, 1),−) est le i-e`me foncteur de´rive´ du foncteur des
sections globales sur la cate´gorie des pre´faisceaux en groupes abe´liens sur Aff/k,
munis d’une action de G. Ainsi, d’apre`s la proposition [47, I Prop. 5.2.1] applique´e
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au pre´faisceau d’anneaux constant Z, on sait alors que Hi(K(G, 1), V ) est la co-
homologie de Hochschild de G a` coefficients dans V. Une application du the´ore`me
[47, I Thm. 5.3.1] montre alors que Hi(K(G, 1), V ) se calcule aussi par foncteurs
de´rive´s dans la cate´gorie Repk(G). Ce qu’il fallait de´montrer. 2
Corollaire 1.5.2 Pour toute repre´sentation line´aire V d’un sche´ma en groupes
affine G, on a pour tout i ≥ 0
Hi(K(G, 1), V ) ≃ ColimjH
i(K(G, 1), Vj),
ou` Vj parcourt les sous-repre´sentations line´aires de V qui sont de dimension finie
sur k.
Preuve: D’apre`s le lemme pre´ce´dent et [47, I Prop. 5.2.1] on sait que les
groupes de cohomologie Hi(K(G, 1), V ) sont isomorphes aux groupes de coho-
mologie de Hochschild de G a` coefficients dans V. Mais il est facile de voir que le
complexe de Hochschild de V est la limite inductive des complexes de Hochschild
de ses sous-repre´sentations de dimension finie. 2
Rappelons qu’un sche´ma en groupes affine G est unipotent, si pour toute
repre´sentation line´aire V non-nulle on a V G 6= 0. D’apre`s [11, IV, §2, P rop.2.5] un
sche´ma en groupe affine est unipotent si et seulement si pour tout sous-sche´ma
en groupe ferme´ K →֒ G il existe un morphisme non nul de sche´mas en groupes
K −→ Ga. De plus, la sous-cate´gorie pleine de Gp(k) forme´e des sche´mas en
groupes affines unipotents est stable par noyaux, co-noyaux, images, extensions et
U-limites projectives (voir [11, V I, §2, P rop.2.3]). Comme pour le cas des sche´mas
en groupes affines, tout sche´ma en groupes affine unipotent est la limite projective
de ses quotients de type fini sur k. En particulier, la cate´gorie des sche´mas en
groupes affines unipotents est donc e´quivalente a` la cate´gorie des Pro-objets dans
la cate´gorie des sche´mas en groupes affines unipotents et de type fini sur k.
Notons que tout sche´ma en groupes affine G posse`de un quotient unipotent
maximal G −→ Guni. Par de´finition, Guni est la limite projective de tous les
quotients de G qui sont des sche´mas en groupes affines unipotents et de type
fini sur k. On ve´rifie alors que le morphisme G −→ Guni est universel pour les
morphismes vers des sche´mas en groupes affines et unipotents. Le foncteur induit
sur les cate´gories de repre´sentations Repk(G
uni) −→ Repk(G) est exact et pleine-
ment fide`le, et identifie Repk(G
uni) a` la sous-cate´gorie pleine de Repk(G) forme´e
des repe´sentations unipotentes (i.e. colimites filtrantes d’extensions succe´ssives de
repre´sentations triviales).
De´finition 1.5.3 Soit G un U-groupe, conside´re´ comme un pre´faisceau constant
sur (Aff/k)fpqc. Une comple´tion affine (resp. unipotente) de G est un sche´ma en
groupes affine A(G) (resp. un sche´ma en groupes affine et unipotent U(G)), muni
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d’un morphisme de faisceaux en groupes G −→ A(G) (resp. G −→ U(G)) dans
Gp(k), qui est universel pour les morphismes vers les sche´mas en groupes affines
(resp. les sche´mas en groupes affines unipotents).
Le lemme suivant est un fait tre`s bien connu (voir [25]).
Lemme 1.5.4 Tout U-groupe G admet une comple´tion affine (resp. une comple´tion
unipotente).
Preuve: Traitons le cas des comple´tions affines, celui des comple´tions unipo-
tentes et en tout point similaire. Pour les besoins de la de´monstration, rappelons
que pour tout objet X ∈ C dans une V-cate´gorie et toute sous-cate´gorie pleine
V-petite D ⊂ C, on peut former la cate´gorie V-petite X/D, des objets de D sous
X . Ses objets sont les paires (Y, u), ou` Y est un objet de D et u : X −→ Y est un
morphisme dans C. Un morphisme dans X/D de (Y, u) vers (Z, v) est la donne´e
d’un morphisme f : Y −→ Z dans D tel que f ◦ u = v.
Notons GpAlg la sous-cate´gorie pleine de Gp(k) forme´e des sche´mas en grou-
pes affines et de type fini sur k. Posons
G −→ A(G) := LimH∈G/GpAlgH
ou` la limite est prise dans la cate´gorie des faisceaux en V-groupes Gp(k). Comme
la cate´gorie GpAlg consiste en des sche´mas de types finis sur k, elle posse`de une
sous-cate´gorie pleine U-petite qui lui est e´quivalente. Ainsi, G e´tant un e´le´ment de
U, la cate´gorie G/GpAlg est en re´alite´ e´quivalente a` une cate´gorie U-petite. Ceci
implique que A(G) est isomorphe a` une U-limite projective de sche´mas en groupes
affines et est donc lui-meˆme un sche´ma un groupes affine. De plus, il est clair par
construction que tous les morphismes vers un sche´ma en groupes affine de type
fini G −→ H se factorisent par le morphisme naturel G −→ A(G). Mais comme
tout sche´ma en groupes affine est une U-limite projective de sche´mas en groupes
affines et de type fini, on voit que G −→ A(G) posse`de la proprie´te´ universelle
requise. 2
Remarquons que d’apre`s les proprie´te´s universelles, pour tout U-groupe Γ on
a un isomorphisme U(Γ) ≃ A(Γ)uni.
2 Champs affines
Nous pre´sentons dans ce chapitre la premie`re des deux notions fondamentales de
cet article, celle de champ affine. Il s’agit d’une version de nature homotopique
de la notion de sche´ma affine, qui est de´finie directement a` partir d’une structure
de cate´gorie de mode`les simpliciale sur la cate´gorie des k-alge`bres co-simpliciales.
Cette cate´gorie de mode`les sera alors utilise´e pour de´finir le foncteur de´rive´ du fonc-
teur qui a` une k-alge`bre A associe le sche´ma affine SpecA. Nous montrerons que ce
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foncteur de´rive´ induit un foncteur pleinement fide`le de la cate´gorie homotopique
des k-alge`bres co-simpliciales dans la cate´gorie homotopique des pre´faisceaux sim-
pliciaux sur (Aff/k)fpqc. La cate´gorie des champs affines sera alors de´finie comme
la sous-cate´gorie image essentielle de ce foncteur. Ainsi, tout comme la cate´gorie
des sche´mas affines est e´quivalente a` la cate´gorie (oppose´e) des k-alge`bres, la
cate´gorie des champs affines sera e´quivalente a` la cate´gorie homotopique (oppose´e)
des k-alge`bres co-simpliciales.
Par la suite, nous de´finirons la notion d’affination d’un pre´faisceau simplicial,
et nous en donnerons un crite`re d’existence. En particulier, nous montrerons que
tout ensemble simplicial appartenant a` U posse`de une affination, dont nous don-
nerons une description conjecturale des faisceaux d’homotopie pour des ensembles
simpliciaux simplement connexes et de type fini.
Enfin, lorsque l’anneau de base est un corps, nous de´montrerons un crite`re
pour caracte´riser les champs affines et connexes a` l’aide de leurs faisceaux d’ho-
motopie. Nous en de´duirons les analogues des the´ore`mes standards de l’homotopie
rationnelle et p-adique, montrant ainsi que la the´orie des champs affines est un
cadre ade´quat pour l’e´tude des mode`les alge´briques des types d’homotopie.
Pour tout ce chapitre k sera un anneau commutatif unitaire appartenant a`
U, et (Aff/k)fpqc le site des U-sche´mas affines sur Spec k muni de la topolo-
gie fide`lement plate et quasi-compacte (voir [47, V I.6.3]). Nous noterons SPr(k)
la cate´gorie des pre´faisceaux en V-ensembles simpliciaux sur (Aff/k)fpqc, mu-
nie de sa structure de cate´gorie de mode`les de´crite dans le chapitre pre´ce´dent,
et Ho(SPr(k)) sa cate´gorie homotopique. Nous verrons syste´matiquement les V-
ensembles simpliciaux comme des pre´faisceaux simpliciaux constants sur le site
(Aff/k)fpqc. Ceci permet de voir V− SEns somme une sous-cate´gorie pleine de
SPr(k). Il faut cependant se me´fier du fait que ce plongement n’induit pas un
plongement au niveau des cate´gories homotopiques.
La cate´gorie des k-alge`bres commutatives et unitaires de V sera note´e k−Alg.
A tout objet A ∈ k −Alg nous associerons le pre´faisceau d’ensembles sur Aff/k,
qui a` un sche´ma affine S = SpecB fait correspondre l’ensemble Homk−Alg(A,B).
Ce pre´faisceau sera note´ SpecA ∈ SPr(k). Remarquer que lorsque A est un
e´le´ment de U, alors SpecA est repre´sentable par le sche´ma affine SpecA ∈ Aff/k.
Par convention, nous re´serverons l’expression sche´ma affine pour de´signer
les objets de Aff/k, ou encore les pre´faisceaux qu’ils repre´sentent. Ces seront
donc toujours des U-sche´mas. Nous parlerons aussi de champ repre´sentable pour
de´signer tout objet de Ho(SPr(k)) isomorphe a` un sche´ma affine (et donc de la
forme SpecA avec A appartenant a` U).
2.1 Rappel sur les alge`bres co-simpliciales
Rappelons tout d’abord que la cate´gorie k − Alg des V-alge`bres commutatives et
unitaires sur k posse`de tout type de limites et de colimites parame´tre´es par des
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ensembles de V. Les limites se calculent dans la cate´gorie des k-modules et les
sommes et coproduits finis sont donne´s par les produits tensoriels. Comme il est
explique´ dans [15, II Ex. 2.8], la cate´gorie k − Alg∆, des objets co-simpliciaux
dans k −Alg, est alors munie d’une structure de cate´gorie simpliciale. Rappelons
que pour X un V-ensemble simplicial et A ∈ k −Alg∆ l’objet AX est de´fini par
AX : ∆ −→ k −Alg
[n] 7→
∏
Xn
An.
On de´finit alors l’ensemble simplicial des morphismes entre deux objets A,B ∈
k −Alg∆ par la formule usuelle
Homk−alg(A,B) : ∆
o −→ V− SEns
[n] 7→ Homk−Alg∆(A,B
∆n).
Enfin, pour X ∈ V − SEns et A ∈ k − Alg∆ nous noterons X ⊗ A le produit
externe de A par X . On dispose des eternels isomorphismes d’adjonctions
Hom(X,Homk−alg(A,B)) ≃ Homk−alg(X ⊗A,B) ≃ Homk−alg(A,B
X),
pour X ∈ V− SEns et A,B ∈ k −Alg∆.
Nous identifierons la cate´gorie k − Alg a` la sous-cate´gorie pleine des objets
constants dans k−Alg∆. Remarquons que pour tout V-ensemble simplicial X , kX
est la k-alge`bre co-simpliciale de cohomologie de k. Explicitement on a
kX : ∆ −→ k −Alg
[n] 7→ Hom(Xn, k).
Remarquer aussi que le foncteur k(−) : V− SEns −→ (k −Alg∆)o est l’adjoint a`
gauche du foncteur Homk−alg(−, k) : k −Alg
∆ −→ V− SEns.
Notons C+(k) la cate´gorie des complexes de co-chaines concentre´s en degre´s
positifs et appartenant a` V , et k−Mod∆ la cate´gorie des k-modules co-simpliciaux
de V. Il existe alors deux foncteurs inverses l’un de l’autres (c’est la correspondance
duale de Dold-Puppe, voir [34, 1.4])
N : k −Mod∆ −→ C+ Γ : C+ −→ k −Mod
∆,
ou` pour M ∈ k−Mod∆, N(M) est le complexe des co-chaines normalise´es de M .
Par de´finition, les k-modules de cohomologie d’un objet M ∈ k −Mod∆ seront
de´finis par
Hi(M) := Hi(N(M)).
En transportant la structure de mode`le de C+ a` k −Mod
∆ on de´duit une struc-
ture de cate´gorie de mode`les sur les k-modules co-simpliciaux pour laquelle les
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e´quivalences sont les quasi-isomorphismes (i.e. morphismes induisant des isomor-
phismes sur tous les Hi), et les fibrations sont les e´pimorphismes.
Le produit tensoriel de k-modules s’e´tend de fac¸on naturelle en un produit
tensoriel sur k −Mod∆. De plus, la cate´gorie k −Mod∆ est aussi munie d’une
structure simpliciale, qui fait de k −Mod∆ une cate´gorie en alge`bre ferme´e sur la
cate´gorie mono¨ıdale ferme´e V−SEns (voir [26, Def.4.1.9, Def. 4.1.13]). Pour deux
objets M et N dans k−Mod∆, on dispose de deux morphismes naturels, qui sont
des quasi-isomorphismes inverses l’un de l’autre
N(M ⊗N) −→ N(M)⊗N(N) −→ N(M ⊗N),
et qui sont de plus associatifs et unitaires (c’est le the´ore`me d’Eilenberg-Zilber,
voir [15, §IV Thm. 2.4]). Ceci permet en particulier de montrer que les foncteurs
N et Γ pre´servent les homotopies. Ainsi, deux morphismes dans k −Mod∆ sont
homotopes si et seulement si leur image dans C+ le sont (c’est l’e´nonce´ dual de
[12, Thm. 2.6]).
L’oubli de la loi d’alge`bre de´finit un foncteur k − Alg∆ −→ k −Mod∆, qui
a` une k-alge`bre co-simpliciale fait correspondre son k-module co-simplicial sous-
jacent. Par souci de le´ge`rete´ nous noterons encore A le k-module co-simplicial
sous-jacent a` une k-alge`bre co-simpliciale A. En particulier nous utiliserons les
notations N(A), H∗(A) . . . pour A ∈ k − Alg∆. Notons au passage que H∗(A)
est toujours muni d’une structure de k-alge`bre commutative gradue´e et unitaire
induite par la structure de k-alge`bre sur A.
De´finition 2.1.1 Soit f : A −→ B un morphisme de k-alge`bres co-simpliciales.
• Nous dirons que f est une e´quivalence si pour tout entier i le morphisme
induit
Hi(f) : Hi(A) −→ Hi(B)
est un isomorphisme de k-modules.
• Nous dirons que f est une fibration si pour tout entier n le morphisme induit
fn : An −→ Bn
est un morphisme surjectif.
• Nous dirons que f est une cofibration s’il posse`de la proprie´te´ de rele`vement
a` gauche par rapport a` toutes les fibrations triviales (voir [26, Def. 1.1.2]).
The´ore`me 2.1.2 Avec les de´finitions pre´ce´dentes, la cate´gorie k −Alg∆ est une
cate´gorie de mode`les ferme´e simpliciale.
Esquisse de preuve: C’est un fait standard qui se de´montre a` l’aide de l’ar-
gument du petit objet. La preuve que nous allons esquisser ici est une adaptation
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imme´diate de la preuve du the´ore`me [4, Thm. 4.3]. Nous aurons besoin pour cela
d’introduire les cofibrations et cofibrations triviales e´le´mentaires suivantes.
Pour tout entier n ≥ 0, notons k[n] le complexe de co-chaine de k-modules
e´gal a` k en degre´ n et 0 partout ailleurs. Nous noterons aussi k < n − 1, n > le
complexe de co-chaine e´gal a` k en degre´s n − 1 et n, 0 partout ailleurs et avec
comme diffe´rentielle dn−1 = id : k → k. Par convention k < −1, 0 >= 0. Il existe
des morphismes naturels de complexes k[n] −→ k < n − 1, n >. Nous noterons
pour tout n
Snk := Γ(k[n]) D
n
k := Γ(k < n− 1, n >).
Ce sont des k-modules co-simpliciaux munis de morphismes Snk −→ D
n
k . Les k-
alge`bres commutatives unitaires co-simpliciales libres engendre´es par ces k-modules
co-simpliciaux seront note´s
S(n) := S∗(Snk ) ∈ k −Alg
∆ D(n) := S∗(Dnk ) ∈ k −Alg
∆.
Remarquer que S(0) ≃ k[T ], et D(0) ≃ k.
Nous de´finissons I comme e´tant l’ensemble des morphismes naturels S(n) −→
D(n) pour n ≥ 0, et des morphismes (correspondant a` l’unite´) k −→ S(n) pour
n ≥ 0. De meˆme, l’ensemble J est l’ensemble des morphismes k −→ D(n) pour
n ≥ 0.
On peut ve´rifier que pour tout A ∈ k − Alg∆, la donne´e d’un morphisme
x : S(n) −→ A est e´quivalente a` la donne´e d’un cocycle dans le complexe normalise´
associe´ x ∈ Zn(N(A)). De meˆme, la donne´e d’un morphisme y : D(n) −→ A est
e´quivalent a` la donne´e d’un e´le´ment y ∈ N(A)n−1. Ainsi, comme un morphisme
de k − Alg∆ est surjectif si et seulement si le morphisme correspondant sur les
complexes normalise´s est surjectif, on ve´rifie a` l’aide des proprie´te´s universelles
pre´ce´dentes que les morphismes de I sont des cofibrations, et que ceux de J sont
des cofibrations triviales.
Pour de´montrer que k−Alg∆ est une cate´gorie de mode`les ferme´e on utilise
l’argument du petit objet relativement aux ensembles I et J (voir [26, 2.1.17]). Il
est alors bien connu qu’il suffit de montrer les trois assertions suivantes.
1. Un morphisme f : A −→ B de k−Alg∆ est une fibration (resp. une fibration
triviale) si et seulement s’il posse`de la proprie´te´ de rele`vement par rapport
a` tous les morphismes de J (resp. de I).
2. Une colimite filtrante d’e´quivalences dans k −Alg∆ est une e´quivalence.
3. Pour tout morphisme τn : k −→ D(n) dans J , et tout objet A ∈ k − Alg
∆,
le morphisme naturel A −→ A⊗D(n) est une e´quivalence.
La proprie´te´ (1) se de´duit imme´diatement des proprie´te´s universelles des ob-
jets S(n) et D(n) et des de´finitions des fibrations et des e´quivalences. La proprie´te´
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(2) est vraie car les foncteurs Hi : k − Alg∆ −→ k −Mod commutent avec les
colimites filtrantes.
Pour de´montrer (3) on commence par remarquer que les morphismes 0 −→
k < n− 1, n > sont des e´quivalences d’homotopie. Comme le foncteur Γ pre´serve
les homotopies on trouve que 0 −→ Dnk est aussi une e´quivalence par homotopie
dans k − Mod∆. De plus, le foncteur qui a` M ∈ k − Mod∆ associe S∗(M) ∈
k − Alg∆ est obtenu par prolongation du foncteur S∗ : k −Mod −→ k − Alg, et
d’apre`s l’e´nonce´ dual de [12, Thm. 5.6] il pre´serve donc les homotopies. Ainsi, on
trouve que les morphismes k −→ D(n) sont des e´quivalences d’homotopie. Soit
h : D(n) −→ D(n)∆
1
une contraction de D(n) sur k. En tensorisant par A on
trouve un nouveau morphisme
h : A⊗D(n) −→ A⊗ (D(n)∆
1
) ≃ (A⊗D(n))∆
1
,
qui est un contraction de A ⊗D(n) sur A. Ainsi, le morphisme A −→ A ⊗D(n)
est une e´quivalence d’homotopie et donc une e´quivalence.
Il nous reste a` de´montrer l’axiome SM7 de [15, §II Def. 3.1]. Pour cela, il
faut montrer que pour toute cofibration d’ensembles simpliciaux u : X −→ Y , et
toute cofibration v : A −→ B dans k −Alg, le morphisme naturel
AX −→ BX
∏
BY
AY
est une fibration, qui est une e´quivalence de`s que u ou v en est une. Le fait que c’est
une fibration est clair. De plus, il est imme´diat de voir que le morphisme BX −→
BY est une fibration, et donc que le morphisme de complexes N(BX) −→ N(BY )
est surjectif. Comme N commute avec les produits fibre´s, on dispose ainsi d’une
suite exacte longue de Mayer-Vietoris
0 // H0(BX
∏
BY A
Y ) // H0(BX)
∏
H0(AY ) // H0(BY ) // . . .
. . . // Hi(BX
∏
BY A
Y ) // Hi(BX)
∏
Hi(AY ) // Hi(BY ) //
Hi+1(BX
∏
BY A
Y ) // . . . .
On voit donc qu’il suffit de montrer que le morphisme AX −→ BX (resp. AX −→
AY ) est une e´quivalence lorsque u (resp. v) en est une. Mais ceci se rame`ne a`
l’e´nonce´ connu que le foncteur qui a` un bi-complexe positif associe son complexe
total pre´serve les quasi-isomorphismes. 2
Remarque: Remarquer que tous les objets de k − Alg∆ sont fibrants. De
plus, si A est une k-alge`bre co-simpliciale constante, alors A est un objet cofibrant
dans k − Alg∆. En effet, la donne´e d’un morphisme A −→ B dans k − Alg∆
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est e´quivalente a` la donne´e d’un morphisme de k-alge`bres A −→ H0(B). Le mor-
phisme unite´ k −→ A posse`de donc la proprie´te´ de rele`vement par rapport a` toutes
les fibrations triviales.
Comme la cate´gorie de mode`les k − Alg∆ est simpliciale, on peut de´finir
des Hom simpliciaux en un sens de´rive´s (voir [26, Thm. 4.3.2]). Ils seront note´s
RHomk−alg. Ainsi, pour A et B deux objets de k −Alg
∆, RHomk−alg(A,B) est
un objet bien de´fini dans Ho(V − SEns) et fonctoriel en A et B. Cela munit la
cate´gorie homotopique Ho(k − Alg∆) d’une structure de cate´gorie enrichie dans
Ho(V− SEns).
Nous noterons aussi comme il en est l’usage [−,−]k−alg les ensembles de
morphismes dans la cate´gorie homotopique Ho(k−Alg∆). Remarquons au passage
qu’il existe des isomorphismes naturels pour tout A,B ∈ k −Alg∆
[A,B]k−alg ≃ π0RHomk−alg(A,B).
La structure simpliciale sur la cate´gorie de mode`les k−Alg∆ nous permettra
par la suite de parler de limites et colimites homotopiques, qui sont de´finies de
fac¸on standard (voir [22, §19]). Nous utiliserons souvent que toute k-alge`bre co-
simpliciale A est e´quivalente a` la limite homotopique Holim[n]∈∆An, ou` chaque
An est vu comme une k-alge`bre co-simpliciale constante (ce qui se ve´rifie imme´-
diatement en utilisant que tout ensemble simplicial X est e´quivalent a` la colimite
homotopique Hocolim[n]∈∆oXn).
Pour cloˆre ce paragraphe signalons que nous aurons a utiliser la sous-cate´gorie
pleine de k − Alg∆ forme´e des k-alge`bres co-simpliciales appartenant a` U. Cette
sous-cate´gorie posse`de de tre`s nombreuses proprie´te´s de stabilite´. Nous utiliserons
en particulier que pour tout morphisme f : A −→ B de k-alge`bres co-simpliciales
de U, les factorisations fonctorielles de´finies a` l’aide des ensembles ge´ne´rateurs I
et J des cofibrations et des cofibrations triviales, appartiennent encore a` U. En
particulier, toute k-alge`bre co-simpliciale de U posse`de un mode`le cofibrant qui
appartient encore a` U.
2.2 Champs affines
Pour A ∈ k−Alg∆ une k-alge`bre co-simpliciale, on peut conside´rer le pre´faisceau
simplicial SpecA ∈ SPr(k) de´fini par
SpecA : (Aff/k)o −→ V− SEns
SpecB 7→ Homk−alg(A,B).
Le pre´faisceau des n-simplexes de SpecA est donc isomorphe au pre´faisceau repr-
e´sente´ par le sche´ma affine SpecAn. Ceci de´finit e´videmment un foncteur
Spec : (k −Alg∆)o −→ SPr(k).
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Ce foncteur posse`de un adjoint a` gauche
O : SPr(k) −→ (k −Alg∆)o
qui est de´fini de la fac¸on suivante. Pour tout pre´faisceau simplicial F ∈ SPr(k),
on de´finit une k-alge`bre co-simpliciale par
O(F ) : ∆ −→ k −Alg
[n] 7→ Hom(Fn,O).
Dans cette de´finition O de´signe aussi le pre´faisceau en k-alge`bres tautologique sur
Aff/k, qui au sche´ma affine SpecA associe A. Le loi de k-alge`bre sur Hom(Fn,O)
est alors induite naturellement par la loi de k-alge`bre sur le pre´faisceau O. Remar-
quer que O(F ) n’est ge´ne´ralement pas un e´le´ment de U.
A l’aide de ces de´finitions on ve´rifie qu’il existe des isomorphismes naturels,
de´crivant le comportement des foncteurs Spec et O relativement a` la structure
simpliciale,
Spec (X ⊗A) ≃ Spec (A)X O(X ⊗ F ) ≃ O(F )X ,
pout toutX ∈ V−SEns, A ∈ k−Alg∆ et F ∈ SPr(k). En particulier, l’adjonction
entre Spec et O s’e´tend en une adjonction simpliciale
Homk−alg(A,O(F )) ≃ Hom(F, SpecA).
Le lemme suivant est une remarque cle´ que nous utiliserons implicitement
par la suite.
Lemme 2.2.1 Si A ∈ k − Alg∆ appartient a` U alors le morphisme d’adjonction
A −→ OSpecA est un isomorphisme.
Preuve: Le pre´faisceau O e´tant repre´sente´ par le sche´ma affine Spec k[T ],
c’est une application du lemme de Yoneda. 2
Pour la proposition suivante, nous rappelons que SPr(k) est munie da la
structure de cate´gorie de mode`les de´crite dans le chapitre pre´ce´dent, et que ses
e´quivalences sont de´finies relativement a` la topologie fide`lement plate et quasi-
compacte. De meˆme, Ho(SPr(k)) de´signera la cate´gorie homotopique des pre´fai-
sceaux simpliciaux sur le site (Aff/k)fpqc.
Proposition 2.2.2 Le foncteur Spec : (k − Alg∆)o −→ SPr(k) est de Quillen a`
droite.
Preuve: L’axiome SM7 des cate´gories de mode`les simpliciales implique que
le foncteur Spec est de Quillen a` droite lorsque SPr(k) est munie de sa structure
forte. Par la proprie´te´ universelle des localisations de Bousfied a` gauche il faut
43
donc montrer que pour tout objet cofibrant A ∈ k−Alg∆, le pre´faisceau simplicial
SpecA est fibrant (voir [22, 3.4.20]). Pour cela nous allons utiliser le crite`re 1.1.2.
Soit A ∈ k − Alg∆ un objet cofibrant, et SpecB∗ −→ SpecC un hyper-
recouvrement dans (Aff/k)fpqc. Ce morphisme est donc donne´ par un morphisme
d’alge`bres co-simpliciales
C −→ B∗.
Il s’agit alors de montrer que le morphisme naturel
Homk−alg(A,C) −→ Holim[n]∈∆Homk−alg(A,Bn)
est une e´quivalence. Or, comme tous les objets de k−Alg∆ sont fibrants et que A
est cofibrant, le morphisme ci-dessus est isomorphe dans la cate´gorie homotopique
Ho(V− SEns) au morphisme
RHomk−alg(A,C) −→ Holim[n]∈∆RHomk−alg(A,Bn) ≃ RHomk−alg(A,B∗).
En effet, en tant qu’objet de k−Alg∆, Holim[n]∈∆Bn est naturellement e´quivalent
a` B∗. Il suffit ainsi de montrer que le morphisme naturel
C −→ B∗
est une e´quivalence dans k − Alg∆. Mais en passant aux complexes normalise´s
associe´s on voit facilement que cette dernie`re assertion se de´montre en appli-
quant la descente cohomologique filde`lement plate (voir [49, Ex. V bis]) a` l’hyper-
recouvrement SpecB∗ −→ SpecC, et au complexe de faisceaux quasi-cohe´rents
concentre´ en degre´ ze´ro OSpec C . 2
Corollaire 2.2.3 Pour toute k-alge`bre co-simpliciale A de U, le morphisme d’ad-
jonction
A −→ LORSpecA
est un isomorphisme dans Ho(k −Alg∆).
En particulier, le foncteur de´rive´
RSpec : Ho(k −Alg∆) −→ Ho(SPr(k))
restreint aux k-alge`bres co-simpliciales isomorphes dans Ho(k−Alg∆) a` des objets
de U, est un foncteur pleinement fide`le.
Preuve: Il suffit de montrer que pour tout k-alge`bre co-simpliciale A de U,
qui est un objet cofibrant dans k −Alg∆, le morphisme naturel A −→ LOSpecA
est un isomorphisme. Conside`rons l’isomorphisme naturel dans Ho(SPr(k))
SpecA ≃ Hocolim[n]∈∆oSpecAn.
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Remarquons que comme toute les k-alge`bres An sont des e´le´ments de U, le pre´fai-
sceau simplicial repre´sente´ par SpecAn est un objet cofibrant dans SPr(k). Ainsi,
comme O est de Quillen a` gauche et que An est un objet cofibrant dans k−Alg
∆, le
lemme 2.2.1 implique que l’on a An ≃ LO(RSpecAn). Le morphisme d’adjonction
s’e´crit donc
A ≃ Holim[n]∈∆An ≃ Holim[n]∈∆LO(RSpecAn)
≃ LO(Hocolim[n]∈∆RSpecAn) ≃ LO(SpecA).
Il s’agit donc bien d’un isomorphisme. 2
De´finition 2.2.4 Un champ affine (sur k) est un champ F ∈ SPr(k), qui vu
comme un objet de Ho(SPr(k)) est isomorphe a` RSpecA, pour A une k-alge`bre
co-simpliciale appartenant a` U. Les morphismes de champs affines sont simplement
les morphismes de champs.
Par abus de langage, nous dirons qu’un pre´faisceau simplicial F est un champ
affine, si un mode`le fibrant de F est un champ affine.
Remarques:
• Il est important de noter que RSpecA est par de´finition le pre´faisceau sim-
plicial SpecQA, ou` QA −→ A est un remplacement cofibrant de A dans
k −Alg∆. Ainsi, un pre´faisceau de la forme SpecB, ou` B est une k-alge`bre
co-simpliciale de U quelconque n’est a` prioris pas un champ affine. Comme
le montre le the´ore`me 2.2.9 et le contre-exemple qui suit le corollaire 2.2.11
la notion de champ affine est en re´alite´ beaucoup plus forte que celle d’eˆtre
e´quivalent a` un sche´ma simplicial affine de U.
• Noter qu’un pre´faisceau simplicial de la forme SpecA, ou` A est une k-alge`bre
co-simpliciale de V qui n’est pas e´quivalente dans k−Alg∆ a` un e´le´ment de
U, n’est pas conside´re´ comme un champ affine. En contre partie tous les
pre´faisceaux repre´sentables par des objets de Aff/k le sont. En effet, pour
toute k-alge`bre A de U, la k-alge`bre co-simplciale constante de valeurs A
appartient a` U et est un objet cofibrant. Ainsi, RSpecA est isomorphe dans
Ho(SPr(k)) au pre´faisceau repre´sente´ par le sche´ma affine SpecA.
• D’un point de vue terminologique il est important de ne pas confondre
champs affines et sche´mas affines. Tout sche´ma affine est un champ affine,
mais il existe des champs affines et 0-tronque´s (i.e. des faisceaux qui sont
affines en tant que champs) qui ne sont pas repre´sentables par des sche´mas
affines (un tel exemple est donne´ a` la suite du corollaire 2.2.10). Il est donc
parfois pre´fe´rable d’utiliser l’expression champs repre´sentables pour signifier
sche´mas affines et e´viter ainsi des confusions.
Les premiers exemples de champs affines sont les champs classifiantsK(Ga, i),
ou` Ga est le groupe additif. Ce sont en re´alite´ les pie`ces e´le´mentaires de la the´orie,
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et nous verrons que tout champ affine est une certaine limite homotopique con-
struite a` partir de tels champs.
Lemme 2.2.5 Notons Ga le pre´faisceau en groupes additifs sous-jacent au pre´fai-
sceaux en k-alge`bres O, et S(i) la k-alge`bre co-simpliciale de´finie lors de la preuve
du the´ore`me 2.1.2. Alors, pour tout entier i, le pre´faisceau simplicial K(Ga, i) ∈
SPr(k) est un champ affine, e´quivalent pour la structure forte a` Spec S(i).
Preuve: A l’aide de la proprie´te´ universelle satisfaite par S(i) on voit facile-
ment que pour tout SpecB ∈ Aff/k, πprm (Spec (S(i))(B)) = 0 pour m 6= i, et
πpri (Spec (S(i))(B)) ≃ B. De plus, le pre´faisceau des 0-simplexes de Spec S(i)
est isomorphe au pre´faisceau constant ∗. C’est alors un fait standard que tout
pre´faisceau simplicial F , tel que F0 = ∗, et π
pr
m (F, ∗) = 0 pour m 6= i est e´quivalent
pour la structure forte sur SPr(k) au pre´faisceau K(πpri (F, ∗), i). On a donc une
e´quivalence forte Spec S(i) ≃ K(Ga, i). 2
Corollaire 2.2.6 Pour tout pre´faisceau simplicial F ∈ SPr(k) on a des isomor-
phismes fonctoriels
Hi(F,Ga) ≃ H
i(LO(F )).
En particulier, pour tout k-alge`bre co-simpliciale A de U, il existe des iso-
morphismes fonctoriels
Hi(A) ≃ Hi(RSpecA,Ga).
Preuve: Le membre de droite est par de´finition isomorphe a` l’ensemble des
morphismes [F,K(Ga, i)]SPr(k). Ainsi, en utilisant l’adjonction (O, Spec) et la pro-
prie´te´ universelle satifaite par S(i), on trouve des isomorphismes naturels
Hi(F,Ga) ≃ [F,K(Ga, i)]SPr(k) ≃ [S(i),LO(F )]k−alg ≃ H
i(LO(F )).
La seconde assertion se de´duit de la premie`re et du corollaire 2.2.3. 2
Proposition 2.2.7 Les champs affines sont stables par U-limites homotopiques.
Preuve: Comme toute U-limite homotopique se de´compose en une compo-
sition de produits homotopiques, de produits fibre´s homotopiques et de limites
homotopiques suivant la cate´gorie N : · · · → n → n − 1 → · · · → 1, il suffit de
ve´rifier que les champs affines sont stables par ces trois types de limites homo-
topiques.
Si I ∈ U, et Fi ∈ Ho(SPr(k)) sont des champs affines ou` i parcourt I, on
peut e´crire Fi ≃ SpecAi, avec Ai une k-alge`bre co-simpliciale cofibrante appar-
tenant a` U. Dans ce cas, comme Spec est un foncteur de Quillen a` droite, on
a
R
∏
i∈I
Fi ≃ Spec (
∐
i∈I
Ai),
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ce qui montre que R
∏
i∈I Fi est bien un champ affine.
Soit F1
u // F0 F2
voo un diagramme de champs affines dans SPr(k).
A e´quivalence pre`s, on peut d’apre`s le corollaire 2.2.3 repre´senter ce diagramme
comme l’image d’un diagramme de k-alge`bres co-simpliciales cofibrantes et appar-
tenant a` U, A1 A0
uoo
v
// A2 , avec u et v des cofibrations. On a alors
F1 ×
h
F0 F2 ≃ Spec (A1
∐
A0
A2),
ce qui implique que le produit fibre´ homotopique F1 ×
h
F0
F2 est un champ affine.
Enfin, soit . . . Fn
un // Fn−1
un−1 // . . . u2 // F1 un foncteur de N vers la
cate´gorie SPr(k) tel que chaque Fn soit un champ affine. Par un argument de
re´curence sur n, on voit que le peut remplacer ce diagramme par un diagramme
e´quivalent qui est image par Spec d’une suite de cofibrations de k-alge`bres co-
simpliciales cofibrantes et appartenant a` U
. . . An An−1
unoo . . .
un−1oo A1
u2oo .
Ainsi, Spec e´tant un foncteur de Quillen a` droite on trouve
HolimnFn ≃ HolimnSpecAn ≃ Spec (ColimnAn).
Ceci montre que HolimnFn est un champ affine. 2
Nous sommes maintenant en mesure de donner une caracte´risation des ch-
amps affines, qui a` l’aide de la proposition pe´ce´dente permettra de construire de
nombreux exemples. Pour cela nous aurons besoin des de´finitions suivantes. Le
lecteur pourra trouver des de´tails sur la notion d’objet locaux et de localisation
dans [22].
De´finition 2.2.8 • Un pre´faisceau simplicial F ∈ SPr(k) est sous-affine s’il
existe un objet simplicial X de Aff/k, tel que F soit isomorphe dans la
cate´gorie Ho(SPr(k)) a` hX , le pre´faisceau simplicial repre´sente´ par X .
• Un morphisme f : G −→ H dans SPr(k) est une O-e´quivalence si pour tout
i ≥ 0 le morphisme induit
f∗ : Hi(H,Ga) −→ H
i(G,Ga)
est un isomorphisme.
• Un pre´faisceau simplicial F ∈ SPr(k) estO-local si pour touteO-e´quivalence
f : G −→ H , le morphisme induit
f∗ : RHom(H,F ) −→ RHom(G,F )
est un isomorphisme dans Ho(V− SEns).
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Par la suite, nous utiliserons tre`s souvent le fait e´le´mentaire qu’une V-limite
homotopique d’objets O-locaux est encore un objet O-local.
The´ore`me 2.2.9 Un champ F est affine si et seulement s’il est sous-affine et
O-local.
Preuve: Commenc¸ons par la necessite´. Si F est un champ affine on peut
trouver une k-alge`bre co-simpliciale A dans U, qui est de plus cofibrante dans
k−Alg∆, et tel que F soit e´quivalent a` SpecA. Or, comme chaque An est une k-
alge`bre de U, SpecA est clairement isomorphe au pre´faisceau simplicial repre´sente´
par le sche´ma affine simplicial [n] 7→ SpecAn. Ceci montre que F est sous-affine.
Montrons que F est O-local. Quitte a` remplacer A par un objet e´quivalent,
on peut l’e´crire comme une composition
A(n) −→ A(n+1) −→ . . . ColimnA
(n) = A,
ou` pour chaque entier n il existe un carre´ cocarte´sien
A(n) // A(n+1)
X =
∐
i∈I Xi
//
OO
Y =
∐
i∈I Yi,
OO
tel que chaque Xi −→ Yi soit l’une des cofibrations e´le´mentaires de´crite dans
la preuve du the´ore`me 2.1.2 (voir [26, 2.1.14]). Ainsi, comme SpecA est alors
e´quivalent a` la limite homotopique des SpecA(n) on se rame`ne au cas ou` A =
A(n). De plus, comme SpecA(n) est e´quivalent au produit fibre´ homotopique de
SpecA(n−1) et Spec Y au-dessus de SpecX on peut supposer par re´currence que
A = X ou A = Y . Enfin, comme SpecX (resp. Spec Y ) est le produit homotopique
des SpecXi (resp. des Spec Yi), on peut supposer que A est l’un des domaines ou
l’un des codomaines des cofibrations e´le´mentaires. Il nous suffit donc d’examiner
le cas A = S(p) et le cas A = D(p), pour p un entier positif.
Nous savons d’apre`s le lemme 2.2.5 que Spec S(p) est e´quivalent a` K(Ga, p),
qui est e´videmment O-local par de´finition. De meˆme, on montre facilement a` l’aide
de la proprie´te´ universelle satisfaite par D(p) que πprm (SpecD(p)) = ∗ pour tout
entier m, et donc que SpecD(p) est e´quivalent au pre´faisceau simplicial ∗, qui est
bien entendu O-local.
Pour de´montrer la suffisance, soit F un pre´faisceau simplicial O-local, et
conside´rons le morphisme d’adjonction dans Ho(SPr(k))
u : F −→ RSpecLO(F ).
Comme F est sous-affine, l’objet LO(F ) ∈ Ho(k − Alg∆) est en re´alite´ isomor-
phe a` un objet de U. En effet, si X est un sche´ma affine simplicial repre´sentant
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F , la k-alge`bre co-simpliciale LO(F ) est e´quivalente a` la k-alge`bre co-simpliciale
[n] 7→ O(Xn). Ainsi, une application du corollaire 2.2.6 montre que le morphisme
d’adjonction induit des isomorphismes pour tout i
u∗ : Hi(RSpecLO(F ),Ga) ≃ H
i(LO(F )) ≃ Hi(F,Ga).
Ceci montre que u est une O-e´quivalence. Mais par hypothe`se F est O-local. De
meˆme, nous avons de´ja` de´montre´ que RSpecLO(F ) e´tait O-local. Or, il est facile
de ve´rifier a` l’aide du lemme de Yoneda qu’une O-e´quivalence entre deux objets
O-locaux est une e´quivalence. Ainsi, u est une e´quivalence, et donc F est un champ
affine. 2
Remarques:
• La preuve du the´ore`me pre´ce´dent montre en particulier que tout champ
affine est construit par limite homotopique a` partir de champs de la forme
K(Ga, n). Ceci et la proposition 2.2.7 montrent que la cate´gorie des champs
affines est la plus petite sous-cate´gorie pleine de Ho(SPr(k)) stables par
U-limites homotopiques et contenant les champs K(Ga, n). C’est la raison
pour laquelle les champs affines nous semblent tre`s proches des complexes of
unipotent bundles discute´s dans [18, p. 446].
• Le the´ore`me 2.2.9 montre en particulier que la notion de champ affine est
intrinse`que a` la the´orie homotopique des pre´faisceaux simpliciaux. En parti-
culier il s’agit d’une notion qui est inde´pendante de la cate´gorie de mode`les
k−Alg∆ (qui n’a comme roˆle que de donner un mode`le alge´brique des champs
affines). On pourrait tout aussi bien utiliser d’autres cate´gorie d’alge`bres
(comme par exemple la cate´gorie des E∞-alge`bres, ou encore celle des alge`bres
diffe´rentielles gradue´es commutatives lorsque k est de caracte´ristique nulle),
la the´orie des champs affines en resterait inchange´e. Remarquons cependant
que le corollaire 2.2.3 ne sera plus vrai pour des E∞-alge`bre (sauf lorsque k
est de caracte´ristique nulle).
Le corollaire suivant est une extension du corollaire 2.2.3. Il montre en partic-
ulier que tout pre´faisceau simplicial de taille raisonable posse`de une O-localisation
(i.e. un morphisme vers un objet O-local qui est une O-e´quivalence). Nous revien-
drons sur cette construction lors du pargraphe suivant (voir 2.3.2).
Corollaire 2.2.10 Soit F un pre´faisceau simplicial tel que LO(F ) soit isomor-
phe dans Ho(k − Alg∆) a` un objet de U. Alors, le morphisme naturel F −→
RSpecLO(F ) est universel dans la cate´gorie homotopique Ho(SPr(k)) pour les
morphismes de F vers des objets O-locaux (et en particulier vers des champs
affines).
En particulier, si F est un champ affine alors le morphisme d’adjonction
F −→ RSpecLO(F ) est un isomorphisme dans Ho(SPr(k)).
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Preuve: Le the´ore`me 2.2.9 montre que RSpecLO(F ) est O-local, et une ap-
plication du corollaire 2.2.6 montre que le morphisme naturel F −→ RSpecLO(F )
est une O-e´quivalence. La proprie´te´ universelle des objets O-locaux implique alors
le re´sultat. 2
Exemples:
• Voici le contre-exemple typique d’un champ sous-affine F qui n’est pas affine.
Soit D un U-sche´ma en groupes diagonalisable sur k (voir [47, Ex.I 4.4]), et
F = K(D, 1), qui est clairement sous-affine. Alors, d’apre`s le lemme 1.5.1 et
[47, Ex.I 5.3.3] on voit que
Hi(F,Ga) ≃ H
i
H(D,Ga) = 0 pour i > 0,
ou` HH de´signe la cohomologie de Hochschild des sche´mas en groupes affines.
En particulier, on a RSpecLO(F ) ≃ ∗, et donc d’apre`s le corollaire 2.2.10 F
n’est certainement pas un champ affine.
Cet exemple est assez repre´sentatif de ce qui peut se passer, et en ge´ne´ral il
est bon de retenir que les faisceaux d’homotopie d’un champ affine auront
tendence a` eˆtre des sche´mas en groupes affines et unipotents (voir Thm.
2.4.5).
• Il existe des faisceaux d’ensembles qui sont des champs affines sans eˆtre
repre´sentables par des sche´mas affines. Par exemple, le plan e´pointe´ A2−{0}
est un champ affine. En effet, on peut e´crire A2 −{0} comme le champ quo-
tient [Sl2/Ga], ou en d’autres termes il existe une suite exacte de fibrations
Sl2 // A2 − {0} // K(Ga, 1).
On de´duit aise´ment de ce diagramme et du lemme des cinqs que le morphisme
induit A2 − {0} −→ LO(A2 − {0}) est un isomorphisme de champs. Le
corollaire 2.2.10 montre que A2 − {0} est un champ affine.
Corollaire 2.2.11 Un pre´faisceau simplicial sous-affine F , qui est une V-limite
homotopique de champs affines, est un champ affine.
Preuve: On invoque le the´ore`me 2.2.9 et le fait qu’une V-limite homotopique
de pre´faisceaux simpliciaux O-locaux est encore O-local. 2
2.3 Affination des types d’homotopie
Dans le paragraphe pre´ce´dent nous avons de´fini la notion de champs affines. Nous
allons maintenant de´finir la notion d’affination. Tout comme nous proposons les
champs affines comme mode`les aux complexes of unipotent bundles, nous proposons
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la notion d’affination comme re´ponse au proble`me de la sche´matisation de [18].
Nous re´se`rverons l’expression de sche´matisation pour la notion mieux adapte´e au
cas non-simplement connexe discute´e dans le chapitre suivant.
De´finition 2.3.1 Soit F ∈ Ho(SPr(k)) un champ. Une affination de F , est la
donne´e d’un champ affine (F ⊗ k)uni, et d’un morphism dans Ho(SPr(k)), u :
F −→ (F ⊗ k)uni qui soit universel pour les morphismes vers des champs affines.
Remarque: L’exposant uni dans la notation (F ⊗ k)uni fait re´fe´rence au mot
unipotent.
Commenc¸ons par remarquer que lorsqu’une affination existe elle est unique.
De plus, comme les K(Ga, n) sont des champs affines, le morphisme u dans la
de´finition pre´ce´dente est toujours une O-e´quivalence. Ainsi, le the´ore`me 2.2.9 mon-
tre qu’une affination est aussi une O-localisation (i.e. une O-equivalence vers un
objet O-local), et le morphisme u dans la de´finition pre´ce´dente est donc aussi
universel pour les morphismes vers des objects O-locaux.
Proposition 2.3.2 Soit F ∈ Ho(SPr(k)) un champ. Pour qu’une affination de
F existe il faut et il suffit que LO(F ) soit isomorphe dans Ho(k − Alg∆) a` un
objet de U.
De plus, pour un tel pre´faisceau simplicial on a
(F ⊗ k)uni ≃ RSpec (LO(F )).
Preuve: Il suffit de faire appel au corollaire 2.2.10. 2
Corollaire 2.3.3 Tout ensemble simplicial X appartenant a` U (et vu comme pre´-
faisceau simplicial constant sur (Aff/k)fpqc) posse`de une affination (X ⊗ k)
uni.
De plus, pour un tel ensemble simplicial X on a
(X ⊗ k)uni ≃ RSpec(kX),
ou` kX est la k-alge`bre co-simpliciale de cohomologie de X a` valeurs dans k.
Preuve: Le pre´faisceau simplicial constant associe´ a` un U-ensemble simplicial
X e´tant un objet cofibrant dans SPr(k), on a
LO(X) ≃ O(X) ≃ kX .
Ceci montre que LO(X) est bien isomorphe a` un objet de U, et termine la preuve.2
Notons Ho(CAff/k) la sous-cate´gorie pleine de Ho(SPr(k)) forme´e des
champs affines sur k. En utilisant le corollaire 2.2.3, on voit que le foncteur de´rive´
des sections globales
RΓ : Ho(SPr(k)) −→ Ho(V− SEns)
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envoie Ho(CAff/k) dans la sous-cate´gorie de Ho(V − SEns) forme´e des objets
isomorphes a` des U-ensembles simpliciaux. Il se factorise donc en un foncteur
RΓ : Ho(CAff/k) −→ Ho(U− SEns).
Corollaire 2.3.4 Le foncteur de´rive´ du foncteur des sections globales
RΓ : Ho(CAff/k) −→ Ho(U− SEns)
posse`de un adjoint a` gauche
(−⊗ k)uni : Ho(U− SEns) −→ Ho(CAff/k).
Preuve: C’est une autre fac¸on d’e´noncer le corollaire 2.3.3. 2
Soit u : k −→ k′ un morphisme d’anneaux dans U. On peut alors de´finir
un foncteur de restriction u∗ : SPr(k) −→ SPr(k′). Il est de´fini par la formule
suivante
u∗(F )(SpecA) := F (SpecA),
ou` F ∈ SPr(k), et A ∈ Aff/k′ qui est aussi conside´re´e comme objet de Aff/k
via le morphisme k
u // k′ // A . Ce foncteur est clairement un foncteur de
Quillen a` droite qui de plus pre´serve les e´quivalences. Il induit donc un foncteur
de changement de bases
u∗ : Ho(SPr(k)) −→ Ho(SPr(k′)).
Nous utiliserons aussi la notation
F ⊗k k
′ := u∗(F ).
Corollaire 2.3.5 Soit u : k −→ k′ un morphisme de U-anneaux, et X un U-
ensemble simplicial fini. Alors, on a
(X ⊗ k)uni ⊗k k
′ ≃ (X ⊗ k′)uni.
Preuve: D’apre`s la proposition 2.3.2 on a (X ⊗ k)uni ≃ RSpec (kX). Comme
kX est une k-alge`bre plate sur k, on a de plus
kX
L∐
k
k′ ≃ kX ⊗Lk k
′ ≃ (k′)X ,
le second isomorphisme utilisant que X est fini. Ainsi, on a pour tout A ∈ Aff/k′
(X ⊗ k)uni ⊗k k
′ ≃ RHomk′−Alg∆(k
X , A) ≃ RHomk′−Alg∆(k
X ⊗Lk k
′, A)
≃ RSpec ((k′)X)(A) ≃ (X ⊗ k′)uni(A).2
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Le corollaire pre´ce´dent montre que l’affination d’un U-ensemble simplcial fini
X est stable par changement de bases, et donc que le champ (X ⊗ Z)uni permet
de de´terminer les champs (X ⊗ k)uni pour tout anneau k, par la formule suivante
(X ⊗ k)uni ≃ (X ⊗ Z)uni ⊗Z k.
En ge´ne´ral, il est impossible de de´crire explicitement le champ (X ⊗ Z)uni, ni
meˆme ses faisceaux d’homotopie. Par contre, lorsque X est simplement connexe et
de type fini (i.e. tous ses groupes d’homotopie sont de type finis), on peut utiliser
le the´ore`me d’Eilenberg-Moore afin de calculer les faisceaux πi(X⊗Z). Le proce´de´
standard permet alors de se ramener au cas e´le´mentaire ou` X = K(Z, n) (voir la
preuve du the´ore`me 2.5.1). Nous ne de´montrerons rien a` ce sujet dans cet article,
et nous nous contenterons de donner une conjecture.
Pour toute Z-alge`bre A dans U, notons Λ(A) le groupe additif des vecteurs
de Witt universels a` coefficients dans A (voir [11, V , §4, 5.1.1]). En d’autres termes
Λ(A) est le groupe multiplicatif des se´ries formelles a` coefficients dans A et de la
forme 1+a1X+a2X
2+· · ·+anX
n+. . . . Le foncteur SpecA 7→ Λ(A) est clairement
repre´sentable par un sche´ma en groupes affine sur SpecZ, qui sera encore note´ Λ.
On de´finit un sous-foncteur H de Λ de la fac¸on suivante. Pour tout A ∈
Aff/Z, une se´rie formelle P (X) ∈ 1 +XA[[X ]] = Λ(A) appartient a` H(A) si et
seulement si elle satisfait l’e´quation fonctionnelle P (X).P (Y ) = P (X + Y +XY ).
Le foncteur H est un sous-sche´ma en groupes ferme´ dans Λ et est donc aussi
repre´sentable par un sche´ma an groupes affine sur SpecZ. Le sche´ma en groupes
H a e´te´ introduit dans [44, App. C] pour les besoins du calcul du comple´te´ pro-
alge´brique du groupe Z, ou` il est implicitement identifie´ au comple´te´ unipotent
de Z sur SpecZ. On peut justifier ce point de vue en observant que H est aussi
le sche´ma en groupes des automorphismes mono¨ıidaux du foncteur d’oubli de la
cate´gorie des Z-modules libres de rang fini munis d’un automorphisme unipotent.
Pour tout entier n ∈ Z, on peut associe´r la se´rie formelle (1 +X)n ∈ H(Z).
Ceci de´finit un morphisme de pre´faisceaux en groupes Z −→ H. On en de´duit donc
un morphisme de pre´faisceaux simpliciaux K(Z, n) −→ K(H, n).
Conjecture 2.3.6 Le champ K(H, n) est affine et le morphisme pre´ce´demment
de´fini K(Z, n) −→ K(H, n) est une affination.
Une re´ponse positive a` la question pre´ce´dente impliquerait que pour tout
U-ensemble simplicial X , qui est simplement connexe et de type fini, on ait
πi((X ⊗ Z)
uni) ≃ πi(X)⊗Z H.
En d’autres termes, les faisceaux d’homotopie de X sont les comple´te´s unipotents
sur SpecZ des groupes d’homotopie de X .
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2.4 Champs affines sur un corps
Dans ce paragraphe nous allons e´tudier les champs affines et connexes lorsque k
est un corps. Il est remarquable que l’on posse`de alors une caracte´risation des
champs affines a` l’aide de leurs faisceaux d’homotopie. Ce crite`re permet une
grande libe´rte´ de manipulation, et il permettra en particulier de de´montrer un
crite`re analogue pour les types d’homotopie sche´matiques qui seront introduits
dans le chapitre suivant. Ce crite`re jouera par ailleurs un roˆle essentiel dans la
preuve de l’existence du foncteur de sche´matisation. Enfin, les re´sultats de ce
paragraphe confortent aussi le point de vue que les champs affines sont un mode`le
pour les complexes of unipotent bundles de [18].
Pour tout ce paragraphe k sera un corps de caracte´ristique quelconque.
Nous commencerons par le the´ore`me suivant. Pour la notion de sche´mas en
groupes unipotents on renvoie le lecteur a` [11, IV, §2], ou encore au bref re´sume´
se trouvant au paragraphe 1.5.
The´ore`me 2.4.1 Soit ∗ −→ F un pre´faisceau simplicial pointe´ et connexe tel
que pour tout entier i > 0 le faisceau en groupes πi(F, ∗) soit repre´sentable par un
sche´ma en groupes affine et unipotent. Alors F est un champ affine.
Preuve: Pour re´duire le proble`me nous allons syste´matiquement appliquer la
proposition 2.2.7. Le preuve du the´ore`me consiste donc a` montrer que le champ F
s’e´crit comme une U-limite homotopique de champs de la forme K(Ga, n). Pour
cela, commenc¸ons par montrer que l’on est sous les hypothe`ses de la proposition
1.2.2 (et que l’on peut prendre N = 0). Plus pre´cise´mment nous allons montrer
que pour tout entier i, et tout sche´ma affine X , on a Hp(X,πi(F, ∗)) = 0 pour
p > 1 (il s’agit ici de cohomologie pour la topologie fpqc).
Pour tout entier n, notons πi(F, ∗)n le sous-groupe ferme´ de πi(F, ∗) image du
n-e`me morphisme de de´calage (voir [11, IV , §3 No. 4]) (si k est de caracte´ristique
nulle on prendra πi(F, ∗)n = 0 pour tout n > 0). Comme πi(F, ∗) est un sche´ma en
groupes unipotent l’intersection des πi(F, ∗)n est nulle, et il existe un isomorphisme
de sche´mas en groupes affines
πi(F, ∗) ≃ LimnMn,
ou` Mn := πi(F, ∗)/πi(F, ∗)n. On dispose alors d’une suite exacte de Milnor
0 // Lim1nH
p−1(X,Mn) // H
p(X,πi(F )) // LimnHp(X,Mn) // 0.
Cette suite exacte montre en particulier qu’il suffit de montrer que pour tout
p > 1 et tout entier n on a Hp(X,Mn) = 0. En effet, dans ce cas les morphismes
de transitions du syste`me projectif {Hp−1(X,Mn)}n seront tous surjectifs pour
p > 1, et ainsi le terme Lim1nH
p−1(X,Mn) sera nul pour p > 1.
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On se rame`ne ainsi au cas ou` πi(F, ∗)n = 0 pour un certain n. De plus, a` l’aide
de la suite exacte longue en cohomologie on peut meˆme supposer que πi(F, ∗)1 = 0,
ou en d’autres termes que πi(F, ∗) est annule´ par le de´calage. Dans ce cas, on sait
qu’il existe une suite exacte courte de sche´mas en groupes (voir [11, IV §3 Thm.
6, 6] et [11, IV §3 Cor. 6.8])
0 // πi(F, ∗) // GIa
// GJa
// 0.
Or, comme chaque Ga est le faisceau en groupes sous-jacent a` un O-module quasi-
cohe´rent, on a pour p > 0
Hp(X,GIa) ≃ H
p(X,Ga)
I ≃ 0,
et on voit a` l’aide de la suite exacte longue en cohomologie que ceci implique que
Hp(X,πi(F, ∗)) ≃ 0 pour p > 1.
On vient de voir que les hypothe`ses de 1.2.2 e´taient satisfaites, et donc que
F est e´quivalent a` la limite homotopique de sa tour de Postnikov. Ainsi, F est
e´quivalent a` la limite projective homotopique d’un diagramme {Fn}n, avec F0 = ∗,
F1 = K(π1(F, ∗), 1), et ou` il existe des diagrammes homotopiquement carte´siens
dans SPr(k)
Fn //

Fn−1

• // K(π1(F, ∗), πn(F, ∗), n+ 1).
Comme une U-limite homotopique de champs affines est un champ affine,
la discussion pre´ce´dente montre que l’on peut supposer que F = K(G,M, n),
pour G un sche´ma en groupes affine unipotent ope´rant sur un sche´ma en groupes
affine unipotent abe´lienM . Notons alorsMj le sous-groupe de M image du j-e`me
morphisme de de´calage. Comme les sous-groupes Mj sont caracte´ristiques, on en
de´duit une filtration G-e´quivariante
. . .Mj ⊂Mj−1 ⊂ . . .M1 ⊂M0 =M.
De plus, comme M est un sche´ma en groupes unipotent, le morphisme naturel
M −→ LimjM/Mj est un isomorphisme G-e´quivariant.
Lemme 2.4.2 Le morphisme naturel
K(G,M, n) −→ HolimjK(G,M/Mj, n)
est une e´quivalence.
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Preuve: Le diagramme commutatif suivant
K(G,M, n) //
a
&&MM
MM
MM
MM
MM
HolimjK(G,M/Mj, n)
bvvlll
ll
ll
ll
ll
ll
K(G, 1)
montre qu’il suffit de de´montrer que le morphisme induit sur les fibres homo-
topiques de a et b est une e´quivalence. En d’autres termes on peut supposer que G
est trivial. Soit E (resp. Ej) un mode`le fibrant deK(M,n) (resp. deK(M/Mj, n)).
Comme les groupesM etM/Mj sont des sche´mas en groupes unipotents on a de´ja`
vu que πpri (E) = π
pr
i (Ej) = 0 pour i 6= n, n − 1. On utilise alors la suite exacte
courte de Milnor
0 // Lim1jπ
pr
i+1(Ej) // π
pr
i (HolimjEj)
// Limjπ
pr
i (Ej)
// 0.
Cette suite exacte montre en particulier que πi(HolimjEj) = 0 pour i < n−2. De
plus, pour i = n − 1, on trouve πprn−2(HolimjEj) ≃ Lim
1
jπ
pr
n−1(Ej). En d’autres
termes, pour tout X ∈ C on a
πn−2(HolimjEj(X)) ≃ Lim
1
jπn−1(Ej(X)) ≃ Lim
1
jH
1(X,M/Mj).
Or, comme M/Mj −→M/Mj−1 est surjectif, et que H
2(X,M/Mj) = 0 pour tout
j, les morphismes de transitions H1(X,M/Mj) −→ H
1(X,M/Mj−1) sont sur-
jectifs. Ainsi, on a Lim1jH
1(X,M/Mj) = 0. On en de´duit que πn−2(HolimjEj)
est trivial, et donc que HolimjEj est (n − 2)-connexe. On peut donc invoquer le
the´ore`me 1.4.3 pour se ramener au cas ou` n = 1. On conclut alors a` l’aide du
lemme 2.4.4 (on ve´rifiera qu’il n’y a pas d’argument circulaire). 2
Le lemme pre´ce´dent permet de se ramener au cas ou` Mj0 est nul pour un
certain j0. On dispose dans ce cas de diagrammes homotopiquement carte´siens
dans SPr(k)
K(G,Mj−1, n) //

K(G,Mj−1/Mj , n)

K(G, 1) // K(G,Mj , n+ 1),
qui montrent que l’on peut re´duire le proble`me par re´currence au cas ou` M est
annule´ par le morphisme de de´calage.
Soit M∗ := Homgp(M,Ga) le O-module quasi-cohe´rent des morphismes de
sche´mas en groupes de M vers Ga. Le groupe G ope`re line´airement sur M∗, ainsi
que sur son O-module dual V (M) := HomO(M
∗,O). De plus, comme M est an-
nule´ par le de´calage, il peut-eˆtre re´alise´ comme un sous-groupe ferme´ d’un produit
de Ga, et ceci implique que le morphisme de bidualite´
M −→ V (M)
56
est un monomorphisme G-e´quivariant de sche´mas en groupes. Enfin, comme V (M)
est lui-meˆme un sche´ma en groupes unipotent annule´ par le de´calage (car il est
isomorphe a` un produit de Ga), on peut poursuivre le proce´de´ et construire une
re´solution co-simpliciale G-e´quivariante
M −→ V∗(M),
ou` chaque Vn(M) est le sche´ma en groupes dual d’une repre´sentation line´aire de
G.
Lemme 2.4.3 Le morphisme naturel
K(G,M, n) −→ Holimp∈∆K(G, Vp(M), n)
est une e´quivalence dans SPr(k).
Preuve: En conside´rant le diagramme commutatif suivant
K(G,M, n) //
a
&&NN
NN
NN
NN
NN
N
Holimp∈∆K(G, Vp(M), n)
buukkkk
kk
kkk
kk
kkk
K(G, 1),
on voit qu’il suffit de montrer que le morphisme induit sur les fibres homotopiques
de a et b est une e´quivalence. En d’autres termes on peut supposer que G est
trivial.
Il est facile de voir que le morphismeK(M,n) −→ Holimtrvip∈∆K(Vp(M), n) est
une e´quivalence. De plus, comme chaque Vp(M) est un produit de faisceaux quasi-
cohe´rents, il est acyclique, et donc tous les pre´faisceaux simpliciaux K(Vp(M), n)
sont des champs. Le lemme se de´duit donc du lemme 1.2.1. 2
Le lemme pre´ce´dent permet de se ramener au cas ou` M est le O-module
dual d’une repre´sentation line´aire de G. Comme une telle repre´sentation est limite
inductive de ses sous-repre´sentations de dimension finie, on peut e´crire M sous la
forme d’une limite projective de repre´sentations line´aires de dimension finie
M ≃ LimiMi.
Par un argument assez similaire a` celui utilise´ lors de la preuve du lemme pre´ce´dent
on montre qu’il existe une e´quivalence
K(G,M, n) ≃ HolimiK(G,Mi, n)
(on utilisera par exemple que le foncteur Limi est exact dans la category des k-
espaces vectoriels line´airement compacts). Ceci permet donc de se ramener au cas
ou` M est une repre´sentation line´aire de dimension finie de G. Comme le sche´ma
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en groupes G est unipotent, il existe une suite de sous-repre´sentations line´aires
0 = Mr ⊂Mr−1 ⊂ · · · ⊂M1 ⊂M0 =M , tel que G ope`re trivialement sur chaque
quotient Mi/Mi+1. Chaque champ K(Mi/Mi+1, n) est alors la fibre homotopique
du morphisme naturel K(G,M/Mi, n) −→ K(G,M/Mi+1, n). Il existe donc des
diagrammes homotopiquement carte´siens dans SPr(k)
K(G,M/Mi+1, n) //

K(G,M/Mi, n)

K(G, 1) // K(G,Mi/Mi+1, n+ 1).
On se rame`ne ainsi par une re´currence au cas ou` F = K(G, 1) et au cas ou`
F = K(G,M, n) et G ope`re trivialement sur M . Dans ce cas, on a F = K(G, 1)×
K(M,n) et il nous reste a` montrer que chacun des facteurs est affine.
Pour le facteur K(M,n), c’est imme´diat car M est isomorphe a` un produit
fini de Ga. Enfin, pour le facteur K(G, 1) on e´crit G comme la limite projective
de ses quotients de type fini sur k, ce qui permet a` l’aide du lemme suivant de
supposer que G est de type fini.
Lemme 2.4.4 Soit G un sche´ma en groupe affine, et {Gi}i∈I le syste`me projectif
de ses quotients qui sont de type fini sur k. Alors, le morphisme naturel
K(G, 1) −→ Holimi∈IK(Gi, 1)
est une e´quivalence.
Preuve: Soit E (resp. Ei) un mode`le fibrant pour K(G, 1) (resp. K(Gi, 1)).
On peut prendre par exemple pour E (resp. pour Ei) le champ des G-torseurs
(resp. des Gi-torseurs). Il s’agit alors de montrer que pour tout sche´ma affine
X , le groupo¨ıde des G-torseurs sur X est e´quivalent a` la limite homotopique des
groupo¨ıdes des Gi-torseurs sur X . Ce qui est vrai. 2
Lorsque G est de type fini on utilise qu’il posse`de une suite de composi-
tion centrale dont les quotients succesifs sont des sous-groupes ferme´s de Ga (voir
[11, IV, §2, P rop.2.5]). Il existe une suite de composition centrale de sous-groupes
ferme´s 1 = Gr ⊂ Gr−1 ⊂ · · · ⊂ G0 = G, et des diagrammes homotopiquement
carte´siens
K(G/Gi+1, 1) //

K(G/Gi, 1)

• // K(Gi/Gi+1, 2),
tel que chaque Gi/Gi+1 soit un sous-groupe ferme´ de Ga. Par re´currence il nous
suffit de montrer que pour tout sous-groupe ferme´ G ⊂ Ga, le champ K(G, 2) est
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affine. Mais dans ce cas, ou bien G = Ga, ou bien il existe une suite exacte courte
de sche´mas en groupes
0 // G // Ga // Ga // 0.
Dans les deux cas, ceci implique que K(G, 2) est affine. 2
Nous allons maintenant donner une re´ciproque au the´ore`me 2.4.1. Pour cela
nous allons e´tudier les faisceaux d’homotopie des champs de la forme RSpecA,
ou` A est une k-alge`bre co-simpliciale augemente´e A −→ k, et cohomologiquement
connexe (i.e. H0(A) ≃ k). Le the´ore`me suivant peut eˆtre interpre´te´ comme une
version ge´ome´trique de l’existence des mode`les minimaux (voir [4, 34]).
The´ore`me 2.4.5 Soit A une k-alge`bre co-simpliciale de U, augmente´e A −→ k,
et cohomologiquement connexe. Notons Spec k = ∗ −→ RSpecA = F le champ
pointe´ associe´. Alors, pour tout i > 0, le faisceau πi(F, ∗) est repre´sentable par
un sche´ma en groupes affine et unipotent. De plus, le champ F est connexe (i.e.
π0(F ) = ∗).
Preuve: Il s’agit en re´alite´ de construire une de´composition de Postnikov de
la k-alge`bre co-simpliciale A. Dans le cas ou` A est 1-connexe (i.e. on a de plus
H1(A) = 0), l’existence de cette de´composition est de´montre´e dans [34, 3.2].
La preuve consiste a` montrer qu’il existe une tour de champs pointe´s
F // . . . // Fn // Fn−1 // . . . // F1 // F0 = ∗
ve´rifiant les trois proprie´te´s suivantes.
• Le champ Fn est connexe et n-tronque´ (i.e. πi(Fn, ∗) = 0 pour tout i > n).
De plus, le morphisme naturel Fn −→ Fn−1 induit une isomorphisme de
champs τ≤n−1Fn ≃ Fn−1.
• Pour tout n et tout i, les faisceaux πi(Fn, ∗) sont repre´sentables par des
sche´mas en groupes affines et unipotents.
• Le morphisme f∗n : H
i(Fn,Ga) −→ Hi(F,Ga) est bijectif pour i ≤ n, et
injectif pour i = n+ 1.
En effet, supposons l’existence d’une telle tour et de´montrons le the´ore`me.
Lemme 2.4.6 Le champ HolimnFn est affine.
Preuve: Chaque Fn est un champ affine d’apre`s le the´ore`me 2.4.1. Ainsi, le
lemme se de´duit de la proposition 2.2.7. 2
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Lemme 2.4.7 Le morphisme F −→ HolimnFn est une O-e´quivalence.
Preuve: Comme les champs Fn, ainsi que HolimnFn, sont des champs affines,
on a d’apre`s le corollaire 2.2.3
LO(HolimnFn) ≃ HocolimnLO(Fn).
Comme d’apre`s le corollaire 2.2.6 on a
Hi(HocolimnLO(Fn)) ≃ ColimnH
i(Fn,Ga),
le lemme se de´duit alors imme´diatement de la troisie`me proprie´te´ de la tour {Fn}n.
2
Les deux lemmes pre´ce´dents impliquent que le morphisme F −→ HolimnFn
est un isomorphism. Remarquons de plus que chaque faisceau πi(Fn, ∗) est un
sche´ma en groupes unipotent, et donc de dimension cohomologique infe´rieure a` 1.
Le corollaire 1.2.3 permet alors de conclure.
Il nous reste maintenant a` de´montrer l’existence de la tour de champs
F // . . . // Fn // Fn−1 // . . . // F1 // F0 = ∗
ve´rifiant les trois conditions pre´ce´dentes. Nous allons proce´der par une double
re´currence. Supponsons pour cela que nous ayons de´fini les Fi pour i < n+ 1, et
de´finissons Fn+1 de la fac¸on suivante (cela va prendre un certain temps).
Commenc¸ons par quelques mots sur la notion de faisceaux d’homologie de
champs. Pour tout champ F , le groupe Hi(F,Ga) est muni de l’endomorphisme
induit par l’endomorphisme de Frobenius F : Ga −→ Ga. Plus pre´cisement, pour
tout SpecA ∈ Aff/k, on a F(a) := ap pour a ∈ A = Ga(SpecA), et ou` p est
l’exposant caracte´ristique de k (ainsi,F = Id si k est de caracte´ristique nulle). Nous
noteronsB l’anneau des endomorphismes de groupes deGa. Ainsi, si car k = p > 0,
B ≃ k[F] est l’anneau des polynoˆmes non-commutatifs avec un seul ge´ne´rateur F,
et une seule relation F.a := ap.F. En contre partie, si car k = 0, alors B ≃ k. Nous
verrons donc les groupes Hi(F,Ga) comme des B-modules.
Rappelons alors que tout B-module M de´finit un faisceau en groupes abe´lien
H(M) : (Aff/k)fpqc −→ Ab
SpecA 7→ HomB(M,A),
ou` toute k-alge`bre A est vue comme un B-module par l’action F(a) = ap, pour
a ∈ A. D’apre`s [11, IV , §3, Cor. 6.7], le foncteur H de´finit une e´quivalence entre
la cate´gorie des B-modules appartenant a` U, et celle des sche´mas en groupes
unipotents abe´liens et annule´s par le de´calage (i.e. qui sont sous-groupes ferme´s
d’un produit GJa , avec J ∈ U).
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Nous noterons Hi(F ) := H(H
i(F,Ga)), que nous appellerons les faisceaux
d’homologie de F . Ce sont des sche´mas en groupes unipotents abe´liens de`s que
Hi(F,Ga) est isomorphe a` un object de U (e.g. si F est affine). Un exemple fonda-
mental est K(H,n), avecH un sche´ma en groupes unipotent, abe´lien et annule´ par
le de´calage. Dans ce cas il est facile de ve´rifier que l’on a Hn(K(H,n)) ≃ H . Ainsi,
pour un tel sche´ma en groupes H , on dispose par fonctorialite´ d’un morphisme
Hn(F,H) ≃ π0RHom(F,K(H,n)) −→ Hom(Hn(F ), H).
Nous aurons alors besoin du lemme suivant, reliant homologie et cohomologie.
Lemme 2.4.8 Soit F un champ affine, et H un sche´ma en groupes unipotent,
abe´lien et annule´ par le de´calage. Alors le morphisme naturel
Hn(F,H) −→ Hom(Hn(F ), H)
est surjectif.
Preuve: Soit M un B-module tel que H ≃ H(M), et
0 // BJ // BI // M // 0
une re´solution libre du B-module M . Elle correspond a` une suite exacte de fais-
ceaux en groupes
0 // H(M) // GIa
// GJa
// 0.
On en de´duit un diagramme commutatif
0 // Hom(Hn(F ), H) // Hom(Hn(F ),Ga)I // Hom(Hn(F ),Ga)J
. . . // Hn(F,H)
OO
// Hn(F,Ga)I
a
OO
// Hn(F,Ga)J ,
b
OO
ou` a et b sont des isomorphismes (car Hom(−,Ga) est le foncteur inverse de H).
Ce diagramme montre que le morphisme en question est surjectif. 2
Nous allons commencer par construire une tour de champs affines, pointe´s et
connexes
F // . . . // Fn,q // Fn,q−1 // . . . // Fn,1 // Fn,0 = Fn,
puis poser Fn+1 := HolimqFn,q. Les champs Fn,q seront de´finis par re´currence
de sorte a` ce que la fibre homotopique de Fn,q+1 −→ Fn,q soit de la forme
K(πn+1,q+1, n + 1), avec πn+1,q+1 un sche´ma en groupes abe´lien et unipotent.
On montrera de plus par re´currence que le morphisme induit Hn+1(Fn,q,Ga) −→
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Hn+1(F,Ga) est injectif. Le lecteur pourra comparer la consrtuction des Fn,q
de´crite ci-dessous avec la construction du mode`le minimal dans [4, Prop. 7.7].
Supposons F −→ Fn,q −→ Fn construit, et conside´rons la suite exacte courte
0 // Hn+1(Fn,q,Ga) // Hn+1(F,Ga) // C // 0.
L’endomorphisme de Frobenius F : Ga −→ Ga induit un endomorphisme de la
suite exacte pre´ce´dente. Cette suite exacte peut donc eˆtre conside´re´e comme une
suite exacte de B-modules, ou encore a` travers le foncteur H comme une suite
exacte courte de sche´mas en groupes abe´liens et unipotents
0 // H(C) // Hn+1(F ) // Hn+1(Fn,q) // 0.
Cette suite exacte de faisceaux abe´liens est classifie´e par un morphisme dans la
cate´gorie de´rive´e des faisceaux abe´liens sur (Aff/k)fpqc
e : Hn+1(Fn,q)[n+ 1] −→ H(C)[n+ 2].
En oubliant la structure de groupes, ce morphisme induit a` travers la correspon-
dance de Dold-Kan un morphisme de champs
e : K(Hn+1(Fn,q), n+ 1) −→ K(H(C), n+ 2).
De plus, le lemme 2.4.8 montre que l’on peut trouver un morphisme de champs
Fn,q −→ K(Hn+1(Fn,q), n+ 1) qui rele`ve l’identite´ de Hn+1(Fn,q). Compose´ avec
le morphisme d’extension e, on en de´duit un morphisme de champs
Fn,q −→ K(H(C), n+ 2),
dont la fibre homotopique sera note´e F˜n,q −→ Fn,q. Le morphisme F −→ Fn,q −→
K(H(C), n+2) e´tant trivial dans Ho(SPr(k)), on en de´duit un morphisme F −→
F˜n,q qui rele`ve F −→ Fn,q. Il est alors facile de ve´rifier que le morphisme induit
Hn+1(F˜n,q,Ga) −→ H
n+1(F,Ga)
est un isomorphisme.
Conside´rons maintenant la suite exacte de B-modules
0 // K // Hn+2(F˜n,q,Ga) // H
n+2(F,Ga),
et la suite de sche´mas en groupes abe´liens unipotents associe´e
Hn+2(F ) // Hn+2(F˜n,q) // H(K) // 0.
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A l’aide du lemme 2.4.8 choississons un morphisme F˜n,q −→ K(H(K), n+ 2) in-
duisant la projection Hn+2(F˜n,q) −→ H(K), et de´finissons Fn,q+1 comme e´tant
sa fibre homotopique. Comme pre´ce´demment, le morphisme F −→ F˜n,q se fac-
torise par Fn,q+1. De plus, par construction il est facile de voir que le mor-
phisme induit Hn+2(Fn,q+1,Ga) −→ Hn+2(F,Ga) envoitK ⊂ Hn+2(F˜n,q ,Ga) sur
0 ∈ Hn+2(F,Ga). Pour finir, le lemme suivant montre que le morphisme induit
Hn+1(Fn,q+1,Ga) −→ Hn+1(F,Ga) est injectif, et ceci termine la construction du
champ Fn,q+1.
Lemme 2.4.9 Soit p : F ′ −→ F un morphisme entre deux champs affines pointe´s
et connexes, dont la fibre homotopique est isomorphe a` K(π, n + 1). Alors, le
morphisme induit en cohomologie
p∗ : Hn+1(F,Ga) −→ H
n+1(F ′,Ga)
est injectif.
Preuve: En utilisant les corollaires 2.2.3 et 2.2.6, le morphisme p est induit
par un morphisme de k-alge`bres co-simpliciales augmente´es et cohomologiquement
connexes u : A −→ B. Soit C := k ⊗LA B la cofibre homotopique de u le long de
l’augmentation A −→ k. Alors, comme K(π, n + 1) ≃ RSpecC, on a Hi(C) = 0
pour 0 < i < n+1. Les premiers termes non-nuls de la suite spectrale d’Eilenberg-
Moore (voir [34, 2.2]) donnent donc une suite exacte
0 // Hn+1(A) // Hn+1(B) // . . . .
D’apre`s le corollaire 2.2.6 ceci implique le lemme. 2
En appliquant le corollaire 2.2.3, et le fait que les colimites filtrantes commu-
tent avec les foncteurs de cohomologie dans, on trouve des isomorphismes
Hi(Fn+1,Ga) ≃ ColimqH
i(Fn,q,Ga) ≃ ColimqH
i(F˜n,q,Ga).
Comme chaque morphism Hn+1(F˜n,q,Ga) −→ Hn+1(F,Ga) est un isomorphisme,
on en de´duit que le morphisme Hn+1(Fn+1,Ga) −→ Hn+1(F,Ga) est un isomor-
phisme.
De plus, si x ∈ Ker
(
Hn+2(Fn+1,Ga) −→ Hn+2(F,Ga)
)
, on peut repre´senter
x par un e´le´ment dans le noyau deHn+2(F˜n,q ,Ga) −→ Hn+2(F,Ga). Par construc-
tion de Fn,q+1, ceci implique que l’image de x dans H
n+2(Fn,q+1,Ga) est nulle.
Ainsi, x = 0 ∈ Hn+2(Fn+1,Ga). Le morphisme Hn+2(Fn+1,Ga) −→ Hn+2(F,Ga)
est donc injectif. Il nous reste ainsi a` de´montrer que Fn+1 est (n + 1)-tronque´,
que le morphisme τ≤nFn+1 −→ Fn est un isomorphisme, et que πn+1(Fn+1, ∗) est
repre´sentable par un sche´ma en groupes unipotent.
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Commenc¸ons par montrer par re´currence sur q que Fn,q est (n+ 1)-tronque´,
et que πn+1(Fn,q+1, ∗) −→ πn+1(Fn,q, ∗) est un e´pimorphisme de sche´mas en
groupes unipotents. Tout d’abord, F˜n,q e´tant la fibre homotopique d’un morphisme
Fn,q −→ K(H,n+2), on voit que F˜n,q est (n+1)-tronque´ et que πn+1(F˜n,q, ∗) est
une extension de πn+1(Fn,q, ∗) par H . Comme H est un sche´ma en groupes unipo-
tent par construction, on voit par re´currence que πn+1(F˜n,q, ∗) est un encore un
sche´ma en groupes unipotent. Ceci montre aussi que τ≤nF˜n,q ≃ Fn. De meˆme, on
montre que Fn,q+1 est (n+1)-tronque´, que τ≤nFn,q+1 ≃ Fn, et que πn+1(Fn,q+1, ∗)
est un sche´ma en groupes unipotent qui se surjecte sur πn+1(Fn,q, ∗).
Enfin, on voit d’apre`s le lemme 2.4.2 que la fibre homotopique de Fn+1 −→ Fn
est de la forme HolimqK(πn+1(Fn,q, ∗), n + 1) ≃ K(Limqπn+1(Fn,q, ∗), n + 1).
Ainsi, le faisceau πn+1(Fn+1, ∗) est une U-limite projective de sche´ma en groupes
unipotent et donc est lui-meˆme un sche´ma en groupes unipotent. Ceci montre au
passage que Fn+1 est (n + 1)-tronque´, et que τ≤nFn+1 ≃ Fn, et termine donc la
preuve du the´ore`me 2.4.5. 2
On peut maintenant rassembler les deux principaux re´sultats de ce para-
graphe en le corollaire suivant.
Corollaire 2.4.10 Le foncteur RSpec : Ho(k − Alg∆/k) −→ Ho(SPr(k)∗) in-
duit une e´quivalence entre la sous-cate´gorie pleine des k-alge`bres co-simpliciales
augmente´es appartenant a` U et cohomologiquement connexes, et la sous-cate´gorie
pleine des champs pointe´s et connexes dont les faisceaux d’homotopie sont repre´-
sentables par des sche´mas en groupes affines unipotents.
Un autre corollaire important du the´ore`me 2.4.5 est la description du groupe
fondamental d’une affination d’un ensemble simplicial.
Corollaire 2.4.11 Soit X un ensemble simplicial pointe´ et connexe appartenant
a` U. Alors il existe un isomorphisme naturel
U(π1(X,x)) ≃ π1((X ⊗ k)
uni, x).
Preuve: Nous savons d’apre`s le the´ore`me 2.4.5 que π1((X ⊗ k)
uni, x) est un
sche´ma en groupes affine et unipotent. De plus, d’apre`s le the´ore`me 2.4.1 et la
proprie´te´ universelle des affinations, on a pour tout sche´ma en groupes affine et
unipotent H
Hom(π1(X,x), H) ≃ π0RHom∗(X,K(H, 1)) ≃ π0RHom∗((X ⊗ k)
uni,K(H, 1))
≃ Hom(π1((X ⊗ k)
uni, x), H).
On conclut alors d’apre`s la proprie´te´ universelle de U(π1(X,x)). 2
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2.5 Comparaison avec l’homotopie rationnelle et p-adique
Les re´sultats de comparaison que nous pre´sentons ici sont le the´ore`me 2.5.1 et
ses corollaires 2.5.4 et 2.5.5. A vrai dire, il ne s’agit pas a` proprement parler de
comparer rigoureusement nos conctructions a` celles pre´-existantes, mais plutoˆt de
de´montrer des analogues des re´sultats standards. Cette comparaison montrera que
les champs affines donnent une solution au proble`me de la sche´matisation tel qu’il
est e´nonce´ dans l’appendice A.
Le the´ore`me suivant est l’analogue des principaux re´sultats en homotopie
rationnelle et p-adique (voir [41, 56, 4, 16, 37]). Nous nous restreindrons aux en-
sembles simpliciaux nilpotents et de type fini (sur Z). Pour nous, il s’agira des
U-ensembles simpliciaux pointe´s X , posse´dant une de´composition de Postnikov
{τ≤nX}n, telle que pour tout n il existe une suite finie de diagrammes homo-
topiquement carte´siens (avec 0 ≤ i ≤ m(n))
τ i≤n−1X //

τ i≤n−1X

• // K(M in, n+ 1),
avec Mn un groupe abe´lien de type fini, τ
0
≤n−1X = τ≤n−1X et τ
m(n)
≤n−1X = τ≤nX .
Le lecteur pourra s’il le de´sire adapter lui-meˆme la preuve du the´ore`me suivant
pour traiter le cas plus ge´ne´ral des espaces nilpotents et de k-type finis.
Pour les besoins de l’e´nonce´ rappelons qu’un morphisme d’ensembles simplici-
aux f : X −→ Y est une k-e´quivalence, si les morphismes induits f∗ : Hi(Y, k) −→
Hi(X, k) sont des isomorphismes pour tout i ≥ 0.
The´ore`me 2.5.1 • Si k = Q, alors pour tout U-ensemble simplicial pointe´,
connexe, nilpotent et de type fini X, le morphisme d’adjonction
X −→ RΓ((X ⊗ k)uni)
est une Q-e´quivalence.
• Si k est alge´briquement clos et de caracte´ristique p > 0, alors pour tout U-
ensemble simplicial pointe´, connexe, nilpotent et de type fini X, le morphisme
d’adjonction
X −→ RΓ((X ⊗ k)uni)
est une k-e´quivalence.
Preuve: D’apre`s la proposition 2.3.2 on sait que (X⊗k)uni ≃ RSpec (kX). Un
argument standard de de´composition de Postnikov et une utilisation du the´ore`me
d’Eilenberg-Moore (voir [55]) permettent alors de se ramener au cas e´le´mentaire
65
X = K(Z, n) (voir par exemple [4, 37]). Commenc¸ons alors par montrer que (X ⊗
k)uni ≃ K(U(Z), n), ou` U(Z) est le comple´te´ unipotent du groupe discret Z.
Pour cela, le diagramme homotopiquement carte´sien
K(Z, n− 1) //

•

• // K(Z, n),
et une nouvelle application du the´ore`me d’Eilenberg-Moore montrent que l’on a
RΩ∗(K(Z, n)⊗ k)
uni) ≃ (K(Z, n− 1)⊗ k)uni.
Or, d’apre`s le the´ore`me 2.4.5 on sait que (K(Z, n) ⊗ k)uni est connexe, et donc
d’apre`s le the´ore`me 1.4.3 on a
(K(Z, n)⊗ k)uni) ≃ BRΩ∗(K(Z, n)⊗ k)
uni) ≃ B(K(Z, n− 1)⊗ k)uni.
Ceci permet donc de se ramener au cas ou` n = 1.
Lemme 2.5.2 Le moprhisme naturel Hi(BU(Z),Ga) −→ Hi(BZ,Ga) est un iso-
morphisme pour tout i.
Preuve: Pour i = 0 c’est imme´diat. Pour i = 1, on a d’apre`s la proprie´te´
universelle de U(Z)
H1(BU(Z),Ga) ≃ Hom(U(Z),Ga) ≃ k ≃ H
1(BZ,Ga).
Enfin, U(Z) e´tant un sche´ma en groupes unipotent libre, on sait queHi(BU(Z),Ga)
est trivail pour i > 1 (voir par exemple la preuve de 3.3.5). 2
Le lemme pre´ce´dent montre que le morphisme K(Z, 1) −→ K(U(Z), 1) est
une O-e´quivalence. Ainsi, comme d’apre`s le the´ore`me 2.4.1 K(U(Z), 1) est un
champ affine, on a (K(Z, 1) ⊗ Q)uni ≃ K(U(Z), 1). Ceci ache`ve la preuve que
(K(Z, n) ⊗ k)uni ≃ K(U(Z), 1). Remarquons que l’on n’a toujours pas utilise´
l’hypothe`se sur k.
Il nous faut encore montrer que le morphisme d’adjonction
K(Z, n) −→ RΓ(K(U(Z), n))
est une k-e´quivalence. Pour cela remarquons tout d’abord que le faisceau en
groupes U(Z) est acyclique sur (Aff/k)fpqc. En effet, si k est de caracte´ristique
nulle on a U(Z) ≃ Ga qui est un faisceau quasi-cohe´rent et donc acyclique. Dans
le cas ou` k est de caracte´ristique p, on a U(Z) ≃ Zp, le groupe pro-fini des entiers
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p-adiques (vu comme un sche´ma pro-alge´brique, et donc affine sur Spec k). Mais
comme alors k est alge´briquement clos on sait que
Hifpqc(Spec k,Zp) ≃ H
i
et(Spec k,Zp) ≃ 0
de`s que i > 0.
On peut donc conclure que lorsque k = Q on a
RΓ((U(Z), n)) ≃ K(Q, n),
et lorsque k est de caracte´ristique p et alge´briquement clos on a
RΓ((U(Z), n)) ≃ K(Zp, n).
Dans les deux cas, il est bien connu que les morphismes d’adjonction
K(Z, n) −→ K(Q, n) K(Z, n) −→ K(Zp, n)
sont des k-e´quivalences. 2
Remarque: Le lecteur pourra par exemple comparer la preuve du point (2)
du the´ore`me pre´ce´dent avec la preuve du the´ore`me principal de [37], ou` le point
crucial est de montrer que K(Z/p, n) est k-re´solvable (voir [37, 4]). Le fait que
K(Z/p, n) soit k-re´solvable est en re´alite´ tout a` fait analogue a` la condition que
K(Z/p, n) soit un champ affine, qui dans notre cas est une conse´quence directe de
la the´orie. Il est par ailleurs inte´ressant de constater que la construction du mode`le
explicite pour la E∞-alge`bre C
∗(K(Z/p, n), k) qui est pre´sente´e dans [37, 4], est
tre`s proche de la construction qui exibe le champ K(Z/p, n) comme la fibre homo-
topique du morphisme 1− F : K(Ga, n) −→ K(Ga, n), ou` F est l’endomorphisme
de Ga qui e´le`ve a` la puissance p.
Le corollaire suivant est un corollaire important de la de´monstration du
the´ore`me pre´ce´dent.
Corollaire 2.5.3 Soit X un U-ensemble simplicial pointe´, connexe, nilpotent et
de type fini. Alors, pour tout i > 0, le faisceau πi((X ⊗ k)
uni, x) est repre´sentable
par le comple´te´ unipotent du groupe πi(X,x). En particulier, pour i > 1 on a
πi((X ⊗ k)
uni, x) ≃
{
πi(X,x)⊗Z Ga si car k=0
πi(X,x)⊗Z Zp si car k=p.
Le (− ⊗ k)uni envoient clairement les k-e´quivalences sur des isomorphismes
dans Ho(SPr(k)∗). Il se factorise donc en un foncteur
(−⊗ k)uni : Hok(U− SEns0) −→ Ho(SPr(k)∗),
ou` Hok(U − SEns0) est la cate´gorie localise´e de Ho(U − SEns0) le long le long
des k-e´quivalences.
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Corollaire 2.5.4 Lorsque k est ou bien le corps des rationnels Q, ou bien alge´-
briquement clos et de caracte´ristique p > 0, le foncteur
(−⊗ k)uni : Hok(U− SEns0) −→ Ho(SPr(k)∗)
restreint a` la sous-cate´gorie pleine des ensembles simpliciaux nilpotents et de type
fini, est pleinement fide`le.
Preuve: C’est imme´diat d’apre`s le the´ore`me 2.5.1. 2
C’est le corollaire pre´ce´dent qui permet d’affirmer que le champ (X ⊗ k)uni
est un mode`le pour l’homotopie rationnel ou bien p-adique, suivant que k = Q ou
bien k = Fp.
Corollaire 2.5.5 Soit X et Y deux U-ensembles simpliciaux pointe´s, connexes,
nilpotents et de type fini, et supposons que k soit de caracte´ristique p > 0. Si
(X ⊗ k)uni et (Y ⊗ k)uni sont isomorphes dans Ho(SPr(k)∗), alors X et Y sont
isomorphes dans Hok(U− SEns0).
Preuve: En effet, si k est une cloˆture alge´brique de k, alors d’apre`s le corol-
laire 2.3.5 (X ⊗ k)uni ≃ (Y ⊗ k)uni. Cet isomorphisme induit d’apre`s le the´ore`me
2.5.1 un isomorphisme entre X et Y dans Hok(U − SEns0). Or, il est facile de
ve´rifier qu’un morphisme est une k-e´quivalence si et seulement si c’est une k-
e´quivalence. Ainsi, il existe une e´quivalence de cate´gories entre Hok(U − SEns0)
et Hok(U−SEns0). Les ensembles simpliciaux X et Y sont donc isomorphes dans
le cate´gorie Hok(U− SEns0). 2
2.6 Critique des champs affines
Pour terminer ce chapitre nous souhaitons faire la critique des champs affines et
du proce´de´ d’affination des types d’homotopie. Nous avons vus que les champs
affines sont tous construit a` partir d’extensions successives de champs de la forme
K(Ga, n). Ainsi, d’un point de vue de la the´orie de l’homotopie les champs affines
sont des types d’homotopie pro-nilpotents. Ceci implique en particulier que le fonc-
teur d’affination tue toute l’information non nilpotente que peut posse´der un type
d’homotopie. Par exemple, si X est un type d’homotopie tel que son groupe fonda-
mental ope`re de fac¸on semi-simple sur ses groupes d’homotopie supe´rieur, le champ
(X ⊗ Z)uni ne verra pas une partie importante de l’information homotopique que
contient X . A titre d’exemple, examinons le cas tre`s simple suivant.
SoitX = K(Z/m,Zr, n), ou` Z/m ope`re non trivialement sur le groupe abe´lien
Zr, et supposons que k = Q. Cette action s’e´tend en une action de Z/m sur le
sche´ma en groupes affine Gra, et donne une de´composition G
r
a ≃ G
i
a ×G
r−i
a , ou` le
premier facteur est le sous-groupe des points fixes. On peut alors ve´rifier que
π1((X ⊗Q)
uni, ∗) ≃ 0 πn((X ⊗Q)
uni, ∗) ≃ Gia,
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Ainsi, la partie non triviale de l’action de Z/m sur πn(X) disparait dans le champ
(X ⊗Q)uni.
De fac¸on beaucoup plus ge´ne´rale, toute l’information concernant les repre´sen-
tations non-nilpotentes des groupes fondamentaux dans les groupes d’homotopie
supe´rieurs sera inaccessible a` l’aide de la construction (−⊗ Z)uni.
L’ide´e naturelle pour reme´dier a` ce proble`me est d’e´largir la de´finition de
champs affines afin de permettre tous les sche´mas en groupes affines comme des
groupes fondamentaux potentiels (ce point de vue est bien entendu relie´ a` la dualite´
de Tannaka). C’est dans cette optique que nous introduirons les ∞-gerbes affines
et les types d’homotopie sche´matiques dans le chapitre suivant.
3 ∞-Gerbes affines et types d’homotopie sche´matiques
Dans ce dernier chapitre nous introduisons la seconde notion fondamentale de
ce travail, celle d’∞-gerbe affine et de type d’homotopie sche´matique. L’ide´e est
d’utiliser la notion de champ affine afin de donner une version homotopique de la
notion de gerbe affine utilise´e dans le formalisme Tannakian (voir [43, 10]). Pour
cela, rappelons qu’une gerbe affine neutralise´e peut s’interpre´ter comme un champ
de la forme K(G, 1), ou` G est un sche´ma en groupes affine et plat sur l’anneau
de base k. On pourrait aussi dire qu’il s’agit d’un champ pointe´ et connexe dont
le champ des lacets est repre´sentable par un sche´ma affine et plat. Ce point de
vue nous incite tout naturellement a` de´finir une ∞-gerbe affine pointe´e comme
un champ pointe´ et connexe dont le champ des lacets est un champ affine et plat
sur k. C’est la de´finition que nous voulons adopter. Cependant, pour des raisons
techniques nous ne voulons pas de´finir la notion de platitude requise, et nous nous
restreindrons donc au cas ou` l’anneau de base est un corps.
D’un point de vue technique, le fait que les champs affines soient des objets
O-locaux est fondamental pour que la notion d’affination de´finie dans 2.3.1 reste
raisonnable (i.e. posse`de une proprie´te´ d’unicite´ et de fonctorialite´). De meˆme,
pour pouvoir par la suite de´finir une notion raisonnable de sche´matisation, il est
a` pre´voir que les types d’homotopie sche´matiques devront satisfaire a` une cer-
taine condition de localite´ pour une the´orie cohomologique convenable. C’est pour
cela que nous introduirons les notions de P -e´quivalence et d’objets P -locaux, qui
ge´ne´ralisent les notions de O-e´quivalences et d’objets O-locaux en ce sens qu’elles
concernent la cohomologie a` valeurs dans tous les syste`mes locaux de k-espaces
vectoriels. Nous de´finirons alors les types d’homotopie sche´matiques comme les
∞-gerbes affines pointe´es qui sont de plus des objets P -locaux. Cependant, nous
conjecturons que toute ∞-gerbe affine pointe´e est un champ P -local, et donc que
les types d’homotopie sche´matiques pointe´s coincident avec les ∞-gerbes affines
pointe´es (voir 3.2.10).
Une fois ces notions de´finies nous de´finirons la notion de sche´matisation d’un
type d’homotopie, et nous montrerons que tout type d’homotopie dans U posse`de
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une sche´matisation. Nous montrerons alors a` travers quelques exemples en quoi
le foncteur de sche´matisation diffe`re de celui d’affination, et en quoi il re´soud le
proble`me souleve´ au cours de paragraphe 2.6.
Pour tout ce chapitre k est un corps de caracte´ristique quelconque.
3.1 De´finitions
Dans ce paragraphe nous donnerons la de´finition d’∞-gerbe affine, et de type
d’homotopie sche´matique. Nous n’e´tudierons essentiellement aucune de leurs pro-
prie´te´s, et nous nous contenterons de donner une me´thode permettant de constru-
ire des exemples a` partir de sche´mas en groupes affines simpliciaux. Celle-ci sera
utilise´e dans par la suite pour construire le foncteur de sche´matisation.
Le lecteur remarquera que nous ne donnerons la de´finition de type d’homoto-
pie sche´matique que lorsque k est un corps. De plus, la conjecture 3.2.10 pre´voit que
les types d’homotopie sche´matiques pointe´s sont exactement les ∞-gerbes affines
pointe´s. Cependant, comme un tel re´sultat n’est certainement pas vraie sur une
base ge´ne´rale (pour une ge´ne´ralisation ade´quate des notions d’∞-gerbes affines et
de types d’homotopie sche´matiques), faire la diffe´rence entre les ∞-gerbes affines
pointe´es et les types d’homotopie sche´matiques pointe´s me semble raisonnable.
Pour commencer nous allons de´finir la notion de P -e´quivalence entre pre´faisc-
eaux simpliciaux pointe´s, qui est une notion plus forte que celle de O-e´quivalence
car faisant aussi intervenir les syste`mes locaux de k-espaces vectoriels de dimension
finie.
De´finition 3.1.1 • Un morphisme entre pre´faisceaux simpliciaux pointe´s et
connexes f : G −→ H est une P -e´quivalence, si pour tout sche´ma en groupes
affine et de type fini K, toute repre´sentation line´aire de dimension finie V de
K, et tout entier n > 0, le morphisme induit
f∗ : RHom∗(H,K(K,V, n)) −→ RHom∗(G,K(K,V, n))
est un isomorphisme dans Ho(V− SEns).
• Un pre´faisceau simplicial pointe´ et connexe F est dit P -local si pour toute
P -e´quivalence f : G −→ H , le morphisme induit
f∗ : RHom∗(H,F ) −→ RHom∗(G,F )
est un isomorphisme dans Ho(V− SEns).
On remarquera qu’un morphisme de pre´faisceaux simpliciaux pointe´s et con-
nexes qui est une O-e´quivalence est aussi une P -e´quivalence.
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Remarque: Nous avons choisi l’expression P -e´quivalence par re´fe´rence aux
complexes parfaits. En effet, on peut montrer qu’un morphisme est une P -e´qui-
valence si et seulement si c’est une e´quivalence pour la the´orie cohomologique
non-abe´lienne de´termine´e par le 1-champ de Segal des complexes parfaits (voir
[23, §21]). C’est ce point de vue plus ge´ne´ral qui devra eˆtre utilise´ pour donner
une de´finition raisonnable des types d’homotopie sche´matiques sur des bases plus
ge´ne´rales.
Rappelons que pour un pre´faisceau simplicial ∗ −→ F , on peut de´finir son
pre´faisceau simplicial des lacets Ω∗F . Le foncteur Ω∗ e´tant alors un foncteur de
Quillen a` droite de la cate´gorie des pre´faisceaux simpliciaux pointe´s dans elle
meˆme, nous noterons RΩ∗ son foncteur de´rive´ a` droite.
De´finition 3.1.2 • Un pre´faisceau simplicial pointe´ s : ∗ −→ F est une ∞-
gerbe affine pointe´e sur k s’il ve´rifie les deux conditions suivantes.
– Le pre´faisceau simplicial F est connexe (i.e. π0(F ) ≃ ∗).
– Le pre´faisceau simplicial RΩ∗F est un champ affine sur k.
• Un type d’homotopie sche´matique pointe´ est une ∞-gerbe affine pointe´e qui
est de plus P -local (en tant que pre´faisceau simplicial pointe´).
Remarques:
• Par de´finition une∞-gerbe affine pointe´e est un pre´faisceau simplicial pointe´
et sera donc toujours conside´re´e comme un objet dans SPr(k)∗ ou dans
Ho(SPr(k)∗). Ainsi, un morphisme entre deux tels objets sera toujours un
morphisme d’objets pointe´s.
• Soit F = K(G, 1) une gerbe neutre sur Spec k, lie´e par un sche´ma en groupes
affine G (voir [43, 10]). Alors, vu comme pre´faisceau simplicial F est une
∞-gerbe affine (voir [29] pour le passage des champs en groupo¨ıdes aux
pre´faisceaux simpliciaux). Ainsi, tout comme la notion de champ affine est
une ge´ne´ralisation de celle de sche´ma affine, la notion d’∞-gerbe affine ge´ne´-
ralise celle de gerbe affine neutre. Il faut donc penser a` la the´orie des gerbes
affines neutres comme a` la the´orie homotopique sche´matique 1-tronque´e (et
connexe).
• Nous ne de´finirons pas la notion de type d’homotopie sche´matiques sur
un anneau k quelconque, la notion de P -e´quivalences dans ce cas passant
par l’existence du 1-champ de Segal des complexes parfaits que nous ne
souhaitons pas de´finir ici (voir cependant [23]).
Il est important de noter le fait e´le´mentaire suivant.
Lemme 3.1.3 Toute ∞-gerbe affine pointe´e est un champ sous-affine.
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Preuve: Conside´rons un remplacement cofibrant dans Pr − ∆o − SPr(k),
H −→ RΩ∗F , ainsi que l’objet co-simplicial de k −Alg∆
O(H•) : ∆
o −→ k −Alg∆
[n] 7→ O(Hn).
Soit A(•) −→ O(H•) un remplacement cofibrant de ce diagramme, avec A
(0) =
H0 = k. Alors, comme chaque Hn est un champ affine (car e´quivalent a` RΩ∗(F )n),
le morphisme d’adjonction
RΩ∗F −→ SpecA
(•)
est un isomorphisme dans Ho(Pr−∆o−SPr(k)). En passant aux classifiants, on
trouve un isomorphisme dans Ho(SPr(k)∗)
F ≃ BRΩ∗F ≃ BSpecA
(•).
Comme le pre´faisceau simplicial BSpecA(•) est repre´sente´ par le sche´ma affine
simplicial [n] 7→ SpecA
(n)
n , F est bien un champ sous-affine. 2
Une ∞-gerbe affine pointe´e F est la meˆme chose qu’un H∞-champ dont le
champ sous-jacent est un champ affine. Comme la notion de H∞-champ est une
notion diagrammatique, on en de´duit une notion duale au niveau des k-alge`bres
co-simpliciales. Ce n’est pas une notion que nous utiliserons, mais nous donnerons
sa de´finition a` titre indicatif.
De´finition 3.1.4 Une H∞-alge`bre de Hopf sur k est la donne´e d’un foncteur
A(•) : ∆ −→ k −Alg∆
tel que les trois proprie´te´s suivantes soient satisfaites.
• A(0) = k
• Pour tout n > 0, le morphisme naturel
A(1) ⊗Lk A
(1) ⊗Lk · · · ⊗
L
k A
(1)︸ ︷︷ ︸
n fois
−→ A(n)
est un isomorphisme dans Ho(k −Alg∆).
• Vue dans la cate´gorie homotopique Ho(k − Alg∆), la loi naturelle de co-
mono¨ıde induite sur A1 est une loie de co-groupe.
Bien entendu, il existe une e´quivalence de la cate´gorie homotopique des H∞-
alge`bres de Hopf sur k et appartenant a` U et de la cate´gorie des ∞-gerbes affines
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pointe´es sur k. Cette e´quivalence ce de´duit imme´diatement du corollaire 2.2.3.
Nous terminerons ce chapitre par un proce´de´ ge´ne´ral de construction d’∞-
gerbes affines. Il permet de donner de tre`s nombreux exemples, mais nous ne savons
pas s’ils sont tous obtenus de cette fac¸on. Nous montrerons par la suite que cette
construction fournit en re´alite´ des types d’homotopie sche´matiques, ce qui nous
permettra de construire le foncteur de sche´matisation.
Conside´rons un sche´ma en groupes affine simplicial G, et notons encore G ∈
GpSPr(k) le pre´faisceau en groupes simplicial qu’il repre´sente. La loi de groupe
µ : G×G −→ G induit par fonctorialite´ une co-multiplication
µ∗ : O(G) −→ O(G×G) ≃ O(G) ⊗O(G),
qui fait de O(G) une k-alge`bre de Hopf commutative co-simpliciale.
On peut alors montrer que O(G)⊗O(G) est isomorphe dans Ho(k −Alg∆)
au produit tensoriel de´rive´ O(G) ⊗L O(G). En particulier, ceci montre que le
morphisme naturel
RSpecO(G×G) −→ RSpecO(G)× RSpecO(G)
est une e´quivalence. Plus ge´ne´ralement, ceci implique que O(G), vu comme objet
dans la cate´gorie homotopique Ho(k − Alg∆) est un objet en co-groupes (i.e. un
objet en groupes dans la cate´gorie oppose´e). Le diagramme simplicial
RSpecO(G) : ∆o −→ SPr(k)
[n] 7→ RSpecO(Gn),
est donc un H∞-champ au sens de la de´finition 1.4.2, que nous noterons symbol-
iquement RSpecLO(G). De fac¸on duale, on peut aussi affirmer que le diagramme
co-simplicial
LO(G) : ∆o −→ k −Alg∆
[n] 7→ LO(Gn),
est une H∞-alge`bre de Hopf (voir Def. 3.1.4).
Le the´ore`me 1.4.3 implique alors que F = BRSpecLO(G) est une ∞-gerbe
affine pointe´e, avec RΩ∗(F ) ≃ RSpecO(G). Remarquer de plus qu’il existe un
morphisme naturel dans Ho(SPr(k)∗) induit par l’adjonction entre les foncteurs
O et Spec
BG −→ F.
L’inte´reˆt de cette construction est qu’elle donne un objet posse´dant une pro-
prie´te´ universelle.
Lemme 3.1.5 Sous les hypothe`ses pre´ce´dentes, le morphisme naturel
BG −→ F = BRSpecO(G)
est universel dans Ho(SPr(k)∗) pour les morphismes de BG vers des ∞-gerbes
affines pointe´es.
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Preuve: Par de´finition des ∞-gerbes affines pointe´es il suffit de montrer que
le morphisme d’adjonction G −→ RSpecO(G), vu comme un morphisme dans
Ho(Pr − ∆o − SPr(k)), est universel vers les H∞-champs dont le champ sous-
jacent est affine. Mais, ceci n’est qu’une version en famille du corollaire 2.2.3. 2
Remarque: La question de savoir si toutes les ∞-gerbes affines pointe´es sont
obtenues par cette construction est en fait e´quivalente a` un proble`me de strictifi-
cation des H∞-alge`bres de Hopf en alge`bre de Hopf co-simpliciales.
3.2 Exemples d’∞-gerbes affines et de types d’homotopie
sche´matiques
Etant donne´e leurs de´finitions il est assez difficile de produire des exemples ex-
plicites de ∞-gerbes affines. Cela provient principalement du fait que l’on connait
assez mal leurs faisceaux d’homotopie en ge´ne´ral. Pour reme´dier a` cela nous allons
de´montrer un crite`re de reconnaissance des types d’homotopie sche´matiques ana-
logues au the´ore`me 2.4.1. Ceci permet de donner de tre`s nombreux exemples de
types d’homotopie sche´matiques, dont en particulier les champs tre`s pre´sentables
introduits par C. Simpson (voir [51] et [52]).
Nous commenc¸erons par citer deux lemmes utiles pour construire des types
d’homotopie sche´matiques.
Lemme 3.2.1 Tout champ affine pointe´ et connexe est un type d’homotopie sche´-
matique pointe´.
Preuve: Soit A une k-alge`bre co-simpliciale de U telle que F soit e´quivalent a`
RSpecA, et A −→ k l’augmentation correspondant au point de F . Il est alors facile
de voir qu’il existe un isomorphisme dans la cate´gorie homotopique Ho(SPr(k))
RΩ∗F ≃ RSpec (k ⊗
L
A k).
Comme k est corps ceci montre bien que RΩ∗F est un champ affine, et donc que
F est une ∞-gerbe affine. De plus, il est imme´diat qu’un objet O-local est aussi
un objet P -local (car une P -e´quivalence est une O-e´quivalence). Par de´finition, F
est bien un type d’homotopie sche´matique pointe´. 2
Lemme 3.2.2 Tout champ pointe´ et connexe qui est une U-limites homotopique
de types d’homotopie sche´matiques pointe´s et lui-meˆme un type d’homotopie sche´-
matique pointe´ et connexe.
Proof: En appliquant 2.2.7 aux champs des lacets on montre que le lemme est
vrai pour les∞-gerbes affines pointe´es. De plus, il est clair que les objets P -locaux
sont stables par U-limites homotopiques. 2
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Lemme 3.2.3 Soit F un pre´faisceau simplicial pointe´ et connexe, et supposons
que RΩ∗F soit sous-affine et que F soit une V-limite homotopique (dans la cate´gorie
des pre´faisceaux simpliciaux pointe´s) de types d’homotopie sche´matiques pointe´s.
Alors F est un type d’homotopie sche´matique pointe´.
Preuve: Comme k est un corps tout les champs affines sont plats sur k. De
plus, le foncteur RΩ∗ e´tant de Quillen a` droite il pre´serve les limites homotopiques.
Le lemme est donc une conse´quence du corollaire 2.2.11, et du fait que les objets
P -locaux sont stables par V-limites homotopiques. 2
Le the´ore`me suivant est un analogue du the´ore`me 2.4.1.
The´ore`me 3.2.4 Soit ∗ −→ F un pre´faisceau simplicial pointe´ et connexe. Sup-
posons que les deux assertions suivantes soient satisfaites.
• Le faisceau en groupes π1(F, ∗) est repre´sente´ par un sche´ma en groupe affine.
• Pour tout entier i > 1 le faisceau en groupes πi(F, ∗) est repre´sente´ par un
sche´ma en groupes affine et unipotent.
Alors F est est un type d’homotopie sche´matique pointe´.
Preuve: Commenc¸ons par montrer que RΩ∗F est affine (i.e. que F est une
∞-gerbe affine pointe´e).
Le meˆme argument que celui utilise´ dans la preuve du the´ore`me 2.4.1 mon-
tre que F satisfait aux hypothe`ses de la proposition 1.2.2. Un argument de de´-
composition de Postnikov et une utilisation du lemme 3.2.2 montre alors qu’il
suffit de traiter le cas e´le´mentaire ou` F = K(G,M, n), avec G un sche´ma en
groupes affine, et M un sche´ma en groupe affine et unipotent. Mais dans ce
cas on a une e´quivalence de pre´faisceaux simpliciaux (mais pas de H∞-champs)
RΩ∗K(G,M, n) ≃ G ×K(M,n− 1). Comme le faisceau G est repre´sente´ par un
sche´ma affine c’est un champ affine. De plus,M e´tant un sche´ma en groupes affine
et unipotent on sait d’apre`s le the´ore`me 2.4.1 que K(M,n) est un champ affine.
Le champ F est ainsi un produit de champs affines, et est donc lui-meˆme affine.
Enfin, pour voir que F est P -local, on utilise que les champs P -locaux sont
stables par les V-limites homotopiques. En utilisant le meˆme argument que pour
la preuve du the´ore`me 2.4.1 on peut supposer que F est de la forme K(G,M, n),
avec G et M de type fini sur k. On applique alors les meˆmes technique que lors
de la preuve du the´ore`me 2.2.9 (en particulier les lemmes 2.4.2 et 2.4.3) pour se
ramener au cas ou`M est une repre´sentation line´aire de dimension finie de G. Mais
dans ce cas, K(G,M, n) est tautologiquement P -local. 2
La de´finition suivante est une adapation de la de´finition de champs tre`s
pre´sentables de [51, 52]. Elle diffe`re un peu de la de´finition originale dans le sens
ou` l’on ne conside`re que des pre´faisceaux simpliciaux pointe´s et connexes, et ou`
l’on ne se restreint pas a` la caracte´ristique nulle.
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De´finition 3.2.5 Un champ tre`s pre´sentable (pointe´ et connexe) est un pre´faisceau
simplicial pointe´ et connexe ∗ −→ F , satisfaisant les trois conditions suivantes.
• Il existe un entier n tel que le pre´faisceau simplicial F soit n-tronque´ (i.e. F
est e´quivalent a` τ≤nF ).
• Le faisceau en groupes π1(F, ∗) est repre´sente´ par un sche´ma en groupes
affine et de type fini sur k.
• Pour tout entier i > 0 le faisceau en groupes πi(F, ∗) est repre´sente´ par un
sche´ma en groupes affine unipotent et de type fini sur k.
Par de´finition un champ tre`s pre´sentable est un objet pointe´ et sera donc
toujours conside´re´ comme un objet dans SPr(k)∗.
On tire imme´diatement du the´ore`me 3.2.4 le corollaire important suivant.
Corollaire 3.2.6 Tout champ tre`s pre´sentable est un type d’homotopie sche´matique
pointe´.
Le the´ore`me 3.2.4 permet de de´montrer le corollaire suivant. Pour cela, rap-
pelons qu’un paragraphe pre´ce´dent nous avons associe´ a` tout sche´ma en groupes
affine simplicial G une ∞-gerbe affine BRSpecO(G).
Corollaire 3.2.7 Soit G un sche´ma en groupes affine simplicial et conside´rons
F := BRSpecO(G) l’∞-gerbe affine pointe´e qui lui est associe´e. Alors, le faisceau
πi(F, ∗) est repre´sentable par un sche´ma en groupes affine, qui est de plus unipotent
de`s que i > 1.
En particulier, pour tout sche´ma en groupes affine simplicial G, le champ
pointe´ BRSpecO(G) est un type d’homotopie sche´matique pointe´.
Preuve: Notons A := LO(Ω∗F ) ≃ O(G) la k-alge`bre co-simpliciale de coho-
mologie de Ω∗F ≃ G. Comme F est une ∞-gerbe affine, on sait que A est une
H∞-alge`bre de Hopf (voir Def. 3.1.4). Ceci implique en particulier que H
∗(A) est
une k-alge`bre de Hopf gradue´e.
Notons B la k-alge`bre co-simpliciale de´finie par le diagramme homotopique-
ment co-carte´sien suivant
H0(A) //

A

k // B,
ou` H0(A) −→ A est le morphisme naturel, et H0(A) −→ k l’augmentation corre-
spondant a` la co-unite´ de H∗(A).
Lemme 3.2.8 Pour tout entier n, Hn(A) est un H0(A)-module libre. De plus,
on a Hn(B) ≃ Hn(A) ⊗H0(A) k.
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Preuve: La seconde assertion est clairement implique´e par la premie`re.
Notons G = SpecH0(A) le sche´ma en groupes affine correspondant a` la k-
alge`bre de Hopf H0(A). Pour tout n, Hn(A) est naturellement un H0(A)-module,
et correspond a` un faisceau quasi-cohe´rent sur G, dont on cherche a` montrer qu’il
est libre. La structure d’alge`bre de Hopf induit sur Hn(A) une structure de fais-
ceau quasi-cohe´rent G-e´quivariant sur G (pour l’action de G sur lui-meˆme par
translations). Ainsi, le faisceau quasi-cohe´rent Hn(A) est trivial sur G (i.e. de la
forme V ⊗k OG, ou` V est un k-espace vectoriel), et donc H
n(A) est un H0(A)-
module libre. 2
Conside´rons le diagramme homotopiquement carte´sien de champs
RSpecB //

RSpecA

Spec k // SpecH0(A).
Comme le lemme pre´ce´dent montre que B est une k-alge`bre co-simpliciale aug-
mente´e et connexe, le the´ore`me 2.4.5 et la suite exacte longue en homotopie im-
pliquent que les faisceaux πi(F, ∗) sont des sche´mas en groupes unipotents pour
i > 1. De plus, le morphisme π1(F, ∗) −→ SpecH
0(A) est alors un monomor-
phisme. Il nous reste donc a` montrer que c’est un e´pimorphisme de faisceaux.
Pour cela on conside`re les morphismes naturels
G −→ RSpecA −→ SpecH0(A).
Par construction SpecH0(A) ≃ π0(G) est le sche´ma en groupes e´qualiseur des
morphismes d1, d0 : G1 −→ G0. Ainsi, G0 −→ SpecH
0(A) est un quotient de
sche´mas en groupes affines et donc est un morphisme fide`lement plat de sche´mas
affines. Ceci montre que le morphisme RSpec,A −→ Spec,H0(A) posse`de une
section apre`s le changement de bases fide`lement plat G0 −→ SpecH
0(A). Ainsi,
le morphisme de faisceaux
π1(F, ∗) ≃ π0(RSpecA) −→ SpecH
0(A)
est un e´pimorphisme. 2
Le the´ore`me 3.2.4 posse`de aussi une re´ciproque.
The´ore`me 3.2.9 1. Soit F un type d’homotopie sche´matique pointe´. Alors
pour tout i > 0 le faisceau πi(F, ∗) est repre´sentable par un sche´ma en groupes
affine qui est de plus unipotent pour i > 1.
2. Soit F une ∞-gerbe affine pointe´e. Alors les deux assertions suivantes sont
ve´rifie´es.
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• Pour tout i > 1, le faisceau πi(F, ∗) est repre´sentable par un sche´ma en
groupes affine et unipotent.
• Le faisceau π1(F, ∗) est un sous-faisceau d’un faisceau repre´sentable par
un sche´ma en groupes affine.
Preuve: Le point (1) ne sera pas de´montre´ dans ce travail. Nous renvoyons a`
[32] pour une preuve.
De´montrons la seconde assertion. Soit A une H∞-alge`bre de Hopf telle que
F ≃ BRSpecA. Il existe un morphisme naturel de H∞-alge`bres de Hopf
H0(A) −→ A
qui induit un morphisme bien de´fini RΩ∗F −→ SpecH0(A). Le lemme 3.2.8 im-
plique alors que la fibre homotopique de ce morphisme est de la forme RSpecB,
ou` B est une k-alge`bre co-simpliciale augmente´e et cohomologiquement connexe.
Le the´ore`me 2.4.5 et la suite longue des faisceaux d’homotopie permet alors de
conlcure. 2
Nous terminerons ce paragraphe par la conjecture suivante.
Conjecture 3.2.10 Toute ∞-gerbe affine pointe´e est un type d’homotopie sche´-
matique pointe´.
3.3 Sche´matisation des types d’homotopie
Pour tout U-ensemble simplicial pointe´ X , nous noterons encore X ∈ SPr(k)∗ le
pre´faisceau simplicial pointe´ constant qu’il de´finit. Nous supposerons toujours que
de tels ensembles simpliciaux sont pointe´s connexes. Il s’ensuit que les pre´faisceaux
simpliciauxX seront donc pointe´s et connexes. Nous identifierons alors la cate´gorie
des U-ensembles simpliciaux pointe´s comme la sous-cate´gorie pleine de SPr(k)∗
forme´e des pre´faisceaux constants. Ceci nous permet d’appliquer les de´finitions
de O-e´quivalences et de P -e´quivalences aux morphismes d’ensembles simpliciaux
pointe´s.
De´finition 3.3.1 Soit X un ensemble simplicial pointe´ et connexe de U. Une
sche´matisation de X sur k est la donne´e d’un type d’homotopie sche´matique
pointe´ (X⊗k)sch, et d’un morphisme dans la cate´gorie homotopiqueHo(SPr(k)∗),
u : X −→ (X ⊗ k)sch, qui soit universel pour les morphismes vers des types
d’homotopie sche´matiques pointe´s.
Remarquer que si une sche´matisation existe alors elle est unique a` isomor-
phisme unique pre`s dans la cate´gorie homotopique. De meˆme, tout morphisme
X −→ Y induira automatiquement un morphisme sur les sche´matisations (si elles
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existent) (X ⊗ k)sch −→ (Y ⊗ k)sch. Ces proprie´te´s seront tre`s pratiques par la
suite car elles permettent de ne´gliger les aspects fonctoriels des constructions.
Remarquer aussi qu’une sche´matisation est aussi une P -localisation (i.e. un
morphisme universel vers les objets P -locaux). Ainsi, pour de´montrer que (X ⊗
k)sch existe il suffit de trouver un type d’homotopie sche´matique (X ⊗ k)sch est
une P -e´quivalence X −→ (X ⊗ k)sch.
Le lemme suivant nous sera utile pour de´terminer les P -e´quivalences entre
ensembles simpliciaux.
Lemme 3.3.2 Un morphisme entre deux U-ensembles simpliciaux pointe´s f :
X −→ Y est une P -e´quivalence si et seulement si les deux conditions suivantes
sont satisfaites.
1. Le morphisme de groupes f∗ : π1(X, ∗) −→ π1(Y, ∗) induit un isomorphisme
sur les comple´te´s affines
f∗ : A(π1(X, ∗)) ≃ A(π1(Y, ∗)).
2. Pour tout syste`me local de k-espaces vectoriels de dimension finie L sur Y ,
et tout entier i ≥ 0, le morphisme induit
f∗ : Hi(Y, L) −→ Hi(X, f∗L)
est un isomorphisme.
Preuve: En appliquant directement la de´finition il est facile de voir qu’il suffit
de de´montrer que pour tout sche´ma en groupes affine et de type fini G, V une de ses
repre´sentations line´aires de dimension finie, et tout U-ensemble simplicial pointe´
et connexe X , il existe des isomorphismes naturels
[X,K(G, V, n)]SPr(k)∗ ≃ [X,K(G(k), V (k), n)]U−SEns∗ .
D’apre`s le the´ore`me 1.4.3 on a
[X,K(G, V, n)]SPr(k)∗ ≃ [RΩ∗X,G×ρ K(V, n− 1)]Pr−∆o−SPr(k),
ou` G×ρK(V, n− 1) est le pre´faisceau en groupes simpliciaux produit semi-direct
de G par K(V, n− 1). L’adjonction de Quillen
Cst : Pr −∆o − SEns −→ Pr −∆o − SPr(k)∗
Γ : Pr −∆o − SPr(k)∗ −→ Pr −∆
o − SEns
donne
[RΩ∗X,G×ρK(V, n−1)]Pr−∆o−SPr(k) ≃ [RΩ∗X,RΓ(G×ρK(V, n−1))]Pr−∆o−SEns.
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Cependant, le pre´faisceau simplicial sous-jacent a` G×ρK(V, n−1) est G×K(V, n−
1). De plus, V e´tant un faisceau en groupes sous-jacent a` un faisceau quasi-cohe´rent
il est acyclique sur (Aff/k)fpqc. Ainsi, G × K(V, n − 1) est un champ, et donc
G×ρ K(V, n− 1) est un objet fibrant dans Pr −∆
o − SPr(k). Ceci implique que
RΓ(G×ρ K(V, n− 1)) ≃ G(k)×ρ K(V (k), n− 1).
On en de´duit donc
[X,K(G, V, n)]SPr(k)∗ ≃ [RΩ∗X,G(k)×ρ K(V (k), n− 1)]Pr−∆o−SEns
≃ [X,K(G(k), V (k), n)]U−SEns∗ ,
ce qu’il fallait de´montrer. 2
Corollaire 3.3.3 Soit X un U-ensemble simplicial pointe´ et connexe, G un sche´ma
en groupe affine et V une repre´sentation line´aire de G. Alors, il existe un isomor-
phisme naturel
RHom∗(X,K(G, V, n)) ≃ RHom∗(X,K(G(k), V (k), n)).
Preuve: C’est en re´alite´ un corollaire de la preuve du lemme 3.3.2. 2
Le the´ore`me principal de ce paragraphe est le suivant.
The´ore`me 3.3.4 Tout U-ensemble simplicial pointe´ et connexe (X,x) posse`de
une sche´matisation (X ⊗ k)sch.
Preuve: Nous allons donner une construction explicite du type d’homotopie
sche´matique pointe´ (X⊗k)sch, et nous montrerons que le morphisme X −→ (X⊗
k)sch est une P -e´quivalence. Comme les types d’homotopie sche´matiques pointe´s
sont des objets P -locaux, ceci impliquera que ce morphisme est une sche´matisation.
Conside´rons le foncteur classifiant B : U − SGp −→ U − SEns∗, qui a` un
U-groupe simplicial G associe son ensemble simplicial pointe´ classifiant BG. On
sait que ce foncteur induit un foncteur au niveau des cate´gories homotopiques
B : Ho(U − SGp) −→ Ho(U − SEns∗), qui est pleinement fide`le et dont l’image
essentielle est forme´e des ensembles simpliciaux connexes (voir [57, Prop. 1.5] pour
une preuve de ce fait bien connue). Il existe donc un U-groupe simplicial G tel que
BG soit e´quivalent a` X . De plus, quitte a` prendre une re´solution libre de G on
pourra supposer que chaque groupe Gn est un groupe libre de U.
Conside´rons alors A(G) le sche´ma en groupes affine simplicial de´duit de G
en appliquant la construction de comple´tion affine (voir Def. 1.5.3). On de´finit
le champ (X ⊗ k)sch comme e´tant BRSpecO(hA(G)) ∈ Ho(SPr(k)∗), dont la
construction est explique´e dans le paragraphe 2.3. Nous savons donc de´ja` que
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(X⊗k)sch est une∞-gerbe affine pointe´e, et que le morphisme naturel BA(G) −→
(X ⊗ k)sch est de plus universel pour les morphismes vers des ∞-gerbes affines
pointe´es (voir Lem. 3.1.5). De plus, le corollaire 3.2.7 montre que (X ⊗ k)sch est
un type d’homotopie sche´matique pointe´. Il nous reste a` montrer que le morphisme
naturel X −→ (X ⊗ k)sch est une P -e´quivalence.
Nous avons de´fini (X ⊗ k)sch comme e´tant BRSpecO(A(G)). On dispose
donc des morphismes naturels
X ≃ BG
a // BA(G)
b // BRSpecO(hA(G)) =: (X ⊗ k)
sch,
et il nous suffit donc de montrer que a et b sont des P -e´quivalences. Pour le mor-
phisme b c’est imme´diat d’apre`s sa proprie´te´ universelle (voir Lem. 3.1.5), et le
fait que K(K,V,N) est une ∞-gerbe affine pointe´e de`s que K est un sche´ma en
groupes affine et V une de ses repre´sentations line´aire de dimension finie. Pour
terminer montrons que le morphisme a : BG −→ BA(G) est une P -e´quivalence.
Tout d’abord en utilisant les e´quivalences
BG ≃ Hocolim[n]∈∆oBGn BA(G) ≃ Hocolim[n]∈∆oBA(Gn)
on voit qu’il suffit de montrer que pour tout n le morphisme BGn −→ BA(Gn)
est une P -e´quivalence.
Soit H un sche´ma en groupes affine et de type fini sur k, V ∈ Repk(H) une
repre´sentation line´aire de dimension finie et F = K(H,V, n). D’apre`s le corollaire
3.3.3 il faut montrer que
RHom∗(BGn, F (k)) ≃ RHom∗(BA(Gn), F ).
Or, il existe un diagramme commutatif
RHom∗(BGn, F (k))
u //
v

RHom∗(BA(Gn), F )
w

RHom∗(BGn,K(G(k), 1)) x
// RHom∗(BA(Gn),K(G, 1)).
De plus, la proprie´te´ universelle du morphisme Gn −→ A(Gn) implique claire-
ment que x est un isomorphisme. Il nous suffit donc de montrer que u induit des
isomorphismes sur toutes les fibres homotopiques des morphismes v et w. Or, si
ρ : Gn −→ G(k) est un point dans π0(RHom∗(BGn,K(G(k), 1))), et si on note
v−1(ρ) et w−1(ρ) ces fibres homotopiques, on a
πi(v
−1(ρ)) ≃ Hn−i(BGn, V (k)) πi(w
−1(ρ)) ≃ Hn−i(BA(Gn), V ).
On se rame`ne donc a` montrer le lemme suivant.
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Lemme 3.3.5 Pour tout entier n, et toute repre´sentation line´aire de dimension
finie V de A(Gn), on a
Hi(BA(G)n, V ) ≃ H
i(BGn, V )
pour tout entier i ≥ 0.
Preuve: Commenc¸ons par montrer que Hi(BA(G)n, V ) ≃ H
i(BGn, V ) ≃
0 pour i > 1. Pour ce qui est de l’annulation de Hi(BGn, V ) cela provient
imme´diatement du fait que Gn soit libre et du corollaire 3.3.3. Ainsi, d’apre`s
le lemme 1.5.1 il nous suffit de montrer que pour toute repre´sentation line´aire W
(e´ventuellement de dimensions infinie) on a H2(BA(Gn),W ) = 0. Comme une
telle repre´sentation est limite inductive de ses sous-repre´sentations de dimension
finie on peut a` l’aide du corollaire 1.5.2 se restreindre au cas ou`W est de dimension
finie.
Il est facile de voir que pour montrer que H2(BA(Gn),W ) = 0 il suffit de
montrer que toute extension de faisceaux en groupes
0 // W // E
p // A(Gn) // 1
posse`de une section. Cependant, comme E est un W -torseur sur A(Gn) qui est un
sche´ma affine, le morphisme p posse`de une section dans la cate´gorie des sche´mas
s : A(Gn) −→ E. Remarquons aussi que E est repre´sentable par un sche´ma en
groupes affine. Ainsi, si le groupe Gn est un groupe libre sur un U-ensemble I, le
morphisme de pre´faisceaux
I // Gn // A(Gn)
s // E
se rele`ve en un morphisme de groupes Gn −→ E. Ce morphisme induit alors un
morphisme de sche´mas en groupes A(Gn) −→ E, qui est la section cherche´e.
Il nous reste donc a` ve´rifier que Hi(BA(Gn), V ) ≃ H
i(BGn, V ) pour i < 2.
Mais ceci est vrai pour tout groupe Gn, libre ou pas, et se de´duit aise´ment de la
proprie´te´ universelle des comple´tions affines (voir par exemple [36, §4]). 2
Ce lemme permet de conlure que le morphisme a est une e´quivalence, et ter-
mine donc la preuve du the´ore`me. 2
Notons Ho(THS/k) la sous-cate´gorie pleine de Ho(SPr(k)∗) forme´e des
types d’homotopie sche´matiques pointe´s. Conside´rons le foncteur de´rive´ des sec-
tions globales
RΓ : Ho(THS/k) ⊂ Ho(SPr∗(k)) −→ Ho(V− SEns∗).
En se restreignant a` la composante connexe qui contient le point distingue´ on en
de´duit un foncteur
RΓ : Ho(THS/k) −→ Ho(V− SEns0),
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ou` Ho(V − SEns0) est la cate´gorie homotopique des V-ensembles simpliciaux
pointe´s et connexes. En utilisant le the´ore`me 1.4.3 et le corollaire 2.2.3, on voit
que le foncteur
RΓ : Ho(THS/k) −→ Ho(V− SEns0)
se factorise en un foncteur
RΓ : Ho(THS/k) −→ Ho(U− SEns0).
Corollaire 3.3.6 Le foncteurs de´rive´ du foncteur des sections globales
RΓ : Ho(THS/k) −→ Ho(U− SEns0)
posse`de un adjoint a` gauche
(−⊗ k)sch : Ho(U− SEns0) −→ Ho(THS/k).
Preuve: C’est une autre fac¸on d’e´noncer le the´ore`me 3.3.4. 2
Corollaire 3.3.7 Pour tout ensemble simplicial pointe´ et connexe (X,x) appar-
tenant a` U, il existe un isomorphisme naturel
π1((X ⊗ k)
sch, x) ≃ A(π1(X,x)).
Preuve: On sait d’apre`s le the´ore`me 3.2.9 que π1(X⊗, k, x) est un sche´ma
en groupes affine. De plus, comme X −→ (X ⊗ k)sch est une P -e´quivalence, 3.2.4
implique que’on a pour tout sche´ma en groupes affine G
Hom(π1(X,x), G) ≃ Hom(π1((X ⊗ k)
sch, x), G).
On conclut alors a` l’aide de la proprie´te´ universelle de A(π1(X,x)). 2
Corollaire 3.3.8 Soit X un U-ensemble simplicial pointe´ et connexe. Si le champ
(X⊗k)sch est simplement connexe (i.e. π1(X⊗k) ≃ 0), alors il existe un isomor-
phisme naturel
(X ⊗ k)sch −→ (X ⊗ k)uni.
Preuve: Comme (X ⊗ k)sch est simplement connexe, c’est un champ affine
d’apre`s 2.4.1 et 3.3.4. De plus, X −→ (X ⊗ k)sch e´tant une P -e´quivalence, c’est
aussi une O-e´quivalence. C’est donc une affination. 2
Remarquer qu’en ge´ne´ral il existe toujours un morphisme naturel
(X ⊗ k)sch −→ (X ⊗ k)uni.
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Corollaire 3.3.9 Soit X un U-ensemble simplicial pointe´, simplement connexe et
de type fini. Alors on a
πi((X ⊗ k)
sch, x) ≃
{
πi(X,x)⊗Z Ga si car k=0
πi(X,x)⊗Z Zp si car k=p.
Preuve: Ceci se de´duit des corollaires 3.3.8 et 2.5.3. 2
3.4 Exemples et contre-exemples
Dans ce paragraphe nous donnons une liste d’exemples et de contre-exemples du
comportement du foncteur de sche´matisation. Nous ne donnerons pas de preuves
e´tant donne´ que les arguments se de´duisent ou bien de la proprie´te´ universelle, ou
bien des re´sultats des deux paragraphes pre´ce´dents.
• Reprenons l’exemple cite´ dans le paragraphe 2.6, d’un type d’homotopie
X = K(Z/m,Zr, n). Il n’est pas difficile de voir dans ce cas que
(X ⊗Q)sch ≃ K(Z/m,Gra, n),
et ou` l’action de Z/m sur Gra est la Q-line´arise´e de l’action sur Z
r.
• Il est bien connu qu’il est ge´ne´ralement impossible de donner une formule
pour les faisceaux d’homotopie du champ (X ⊗ k)uni lorsque X n’est pas
nilpotent. Il est donc aussi impossible de donner une formule ge´ne´rale pour
les faisceaux d’homotopie du champ (X ⊗ k)sch. Cela peut en re´alite´ de´ja` se
remarquer sur le cas 1-tronque´.
Si Γ est un U-groupe, alors on sait que π1((K(Γ, 1)⊗k)sch, ∗) est le comple´te´
affine de Γ sur k. Par contre, il n’est pas vrai en ge´ne´ral que (K(Γ, 1)⊗k)sch ≃
K(A(Γ), 1). La raison en est que le groupe Γ peut tre`s bien ne pas avoir la
meˆme cohomologie que A(Γ). Le phe´nome`ne qui se produit ici est de nature
tout a` fait e´quivalente a` ce qu’il se produit lors des comple´tions pro-finies
(voir [1]). On peut donc introduire un analogue alge´brique de la notion de
groupe bon.
De´finition 3.4.1 Le groupe Γ est bon sur k si le morphisme naturel
(K(Γ, 1)⊗ k)sch −→ K(A(Γ), 1)
est un isomorphisme dans Ho(SPr(k)∗).
Il est par exemple facile de voir que les groupes libres sont bons sur n’importe
quel corps k (ceci provient du lemme 3.3.5). De meˆme, les groupes abe´liens
de types finis, les groupes fondamentaux de surfaces de Riemann et les ex-
tensions succe´sives de groupes libres de types finis sont tous des exemples de
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groupes bons (voir [32]). Par contre un groupe abe´lien qui n’est pas de type
fini n’est ge´ne´ralement pas bon, et ce meˆme si k = Q.
On en de´duit par exemple que
(K(Z, 1)⊗ k)sch ≃ K(A(Z), 1).
On peut de plus calculer explicitement le sche´ma groupe affine A(Z). Pour
cela, conside´rons k
∗
, le groupe discret multiplicatif de la cloˆture alge´brique
du corps k. Il est muni d’une action naturelle du groupe de galois Gal(k/k).
Formons alors le sche´ma en groupes de type multiplicatif D(k
∗
), tel que son
faisceau des caracte`res soit isomorphe a` k
∗
, muni de son action galoisienne.
On peut alors montrer qu’il existe un isomorphisme (voir par exemple [44,
App. A])
A(Z) ≃ D(k
∗
)× U(Z),
et donc que la sche´matisation de K(Z, 1) est donne´e par
(K(Z, 1)⊗ k)sch ≃ K(D(k
∗
), 1)×K(U(Z), 1).
Ceci implique que le morphisme naturel
(K(Z, 1)⊗ k)sch −→ (K(Z, 1)⊗ k)uni
posse`de une fibre homotopique e´quivalente a` K(D(k
∗
), 1), qui est un champ
e´norme. On voit ainsi, que meˆme dans les cas les plus simples, lorsque X
n’est pas simplement connexe le champ (X⊗k)sch est ge´ne´ralement beaucoup
plus gros que le champ (X⊗k)uni. De´ja` au niveau du groupe fondamental, le
morphisme π1((X⊗k)
sch, ∗) −→ π1((X⊗k)
uni, ∗) posse`de un tre`s gros noyau.
Il s’ensuit a` fortiori que la fibre homotopique de (X ⊗ k)sch −→ (X ⊗ k)uni
est aussi e´norme.
Une autre conse´quence remarquable du fait que π1((X⊗k)
sch, ∗) ≃ A(π1(X, ∗))
est que la formation de la sche´matisation (X ⊗ k)sch ne commute pas avec
les changements de bases en ge´ne´ral. Par exemple, il n’est pas vrai que
D(Q
∗
) ×SpecQ SpecC ≃ D(C
∗). Ceci est une diffe´rence importante avec
ce qui se passe pour les affinations (voir Cor. 2.3.5).
• Lorsque k est de caracte´ristique nulle, la sche´matisation (X ⊗ k)sch posse`de
une de´composition naturelle en une partie re´ductive et une partie unipotente,
analogue a` la de´composition d’un sche´ma en groupes affine (voir [25, 4]).
Conside´rons la projection naturelle
(X ⊗ k)sch −→ K(π1((X ⊗ k)
sch, ∗), 1),
ainsi que le quotient maximal re´ductif
π1((X ⊗ k)
sch, ∗) −→ π1((X ⊗ k)
sch, ∗)red.
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Par de´finition, π1((X ⊗ k)
sch, ∗)red est la limite projective des quotients
re´ductifs et de type fini de π1((X ⊗ k)
sch, ∗), et se trouve eˆtre isomorphe
a` l’enveloppe re´ductive de π1(X, ∗). Le noyau de la projection π1((X ⊗
k)sch, ∗) −→ π1((X⊗k)
sch, ∗)red est un sche´ma en groupe affine et unipotent.
Ainsi, la fibre homotopique du morphisme
(X ⊗ k)sch −→ K(π1((X ⊗ k)
sch, ∗)red, 1)
est un champ connexe dont tous les faisceaux d’homotopie sont repre´sentables
par des sche´mas en groupes unipotents. D’apre`s le the´ore`me 2.4.1, c’est donc
un champ affine. Il existe donc une k-alge`bre co-simpliciale A dans U, une
action de π1((X ⊗ k)
sch, ∗)red sur le champ affine (X ⊗ k)o := RSpecA,
tel que (X ⊗ k)sch soit le quotient homotopique de (X ⊗ k)o par l’action
de π1((X ⊗ k)
sch, ∗). De plus, le sche´ma en groupes π1((X ⊗ k)
sch, ∗)red
e´tant re´ductif et k de caracte´ristique nulle, sa cohomologie a` valeurs dans
des repre´sentations line´aires est nulle, et on a donc pour toute repre´sentation
line´aire ρ : π1((X ⊗ k)
sch, ∗) −→ Gl(V )
Hi((X ⊗ k)sch, V ) ≃ Hi((X ⊗ k)o, V )pi1((X⊗k)
sch,∗)red .
La k-alge`breA, munie de l’action de π1((X⊗k)
sch, ∗)red sur RSpecA, re´pond
ainsi a` une question pose´e par A. Beilinson, T. Pantev et L. Katzarkov, et
qui avait e´te´ aborde´e par des me´thodes diffe´rentes lorsque X e´tait l’espace
topologique sous-jacent a` une varie´te´ alge´brique lisse sur C. Cette construc-
tion est aussi lie´e a` un mode`le explicite pour le champ (X ⊗ k)sch de´crit a`
l’aide d’une notion de champs affines e´quivariants (voir [31]).
• Nous terminerons ces exemples par un exemple qui montre que bien que
le champ (X ⊗ k)sch contienne beaucoup d’information homotopique il ne
suffit pas a` reconstruire X . Pour cela nous allons construire un morphisme
f : X −→ Y entre deux U-ensembles simpliciaux pointe´s, qui induit des
e´quivalences (X ⊗ k)sch −→ (Y ⊗ k)sch pour tout U-corps k, mais qui n’est
pas une e´quivalence faible. Cet exemple m’a e´te´ communique´ par C. Simpson.
D’apre`s [8] il existe un groupe Γ qui est de pre´sentation finie, infini et simple.
Posons alors X = K(Γ, 1) et prenons pour Y la construction + de Quillen
Y := X+, muni du morphisme naturel f : X −→ Y . L’ensemble simplicial
Y est donc simplement connexe et le morphisme f est une e´quivalence de
cohomologie (a` coefficients dans Z et donc dans tout corps k). Remarquer
de`s a` pre´sent que f n’est pas une e´quivalence. D’apre`s le corollaire 3.3.7, on
a pour tout corps k
π1((X ⊗ k)
sch) ≃ A(π1(X,x)) ≃ A(Γ).
Or, le groupe Γ e´tant simple, infini et de pre´sentation fini il ne posse`de aucune
repre´sentation line´aire sur k qui soit non triviale (car tout sous-groupe de
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pre´sentation finie de Gln(k) posse`de des sous-groupes d’indices finis non
triviaux). Le champ (X ⊗ k)sch est donc simplement connexe, et on a donc
(X ⊗ k)sch ≃ (X ⊗ k)uni (voir Cor. 3.3.8). Or, comme f est une e´quivalence
de cohomologie le morphisme induit
(X ⊗ k)sch ≃ (X ⊗ k)uni −→ (Y ⊗ k)sch ≃ (Y ⊗ k)uni
est une e´quivalence.
3.5 Types d’homotopie des varie´te´s alge´briques
Le but de ce paragraphe est d’e´squisser quelques applications de la notion de
types d’homotopie sche´matiques dans le cadre de la ge´ome´trie alge´brique. Nous
ne donnerons pas de de´tails ni de preuves qui apparaitront dans des travaux
ulte´rieurs. Notons au passage que les constructions ci-dessous peuvent eˆtre facile-
ment obtenues a` l’aide des techniques utilise´es dans [31, 40], base´es sur la notion
de champs affine e´quivariants. Elles peuvent eˆtre aussi obtenues, tout au moins
conjecturalement, en appliquant le formalisme des cate´gories de Segal Tannaki-
ennes (voir [58] et [59] pour plus de de´tails).
On rappelle que Ho(THS/k) est le sous-cate´gorie pleine de Ho(SPr∗(k))
forme´e des types d’homotopie sche´matiques pointe´s sur le corps k.
3.5.1 Type d’homotopie sche´matiques et the´orie de Hodge
Soit X une varie´te´ lisse, connexe et projective sur C, et x ∈ X . On peut associer
a` X plusieurs types d’homotopie sche´matiques sur C, chacun d’eux associe´s aux
the´ories cohomologiques de Betti, de de Rham et de Dolbeault. La the´orie de Hodge
non-abe´lienne de [23] et la correspondence de Riemann-Hilbert permettent alors
de construire des isomorphismes de comparaison entre ces types d’homotopie, et
de construire une certaine de´composition de Hodge qui englobe les de´compositions
de Hodge usuelles sur la cohomologie, l’homotopie rationnelle et le groupe fonda-
mental.
• Notons Xtop l’espace topologique des points complexes de X muni de la
topologie analytique. On dispose alors du type d’homotopie sche´matique
pointe´ (Xtop ⊗C)sch, sche´matisation du type d’homotopie de Xtop. La pro-
prie´te´ universelle de la sche´matisation nous dit que la cohomologie a` coef-
ficients locaux de (Xtop ⊗ C)sch calcule la cohomologie de Betti de X (i.e.
la cohomologie de l’espace Xtop a` valeurs dans des syste`mes locaux de C-
vectoriels de dimension finis).
• On associe a` X un pre´faisceau XDR de´fini par la formule
XDR(A) := X(Ared),
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pour toute C-alge`bre A, et ou` Ared est la C-alge`bre re´duite (voir [51]). On
conside`re XDR comme un objet de Ho(SPr∗(C)), et donc comme un champ
pointe´ sur C. On peut alors montrer (par exemple en utilisant les techniques
utilise´es dans [31]) que le foncteur
Ho(THS/C) −→ Ens
F 7→ [XDR, F ]Ho(SPr∗(C))
est co-repre´sentable par un type d’homotopie sche´matique pointe´, que l’on
notera (X,x)DR, et qui est appele´ le type d’homotopie sche´matique de de
Rham de (X,x).
Par de´finition il existe une e´quivalence tensorielle entre la cate´gorie ten-
sorielle des repre´sentations line´aires de dimension finies de π1((X,x)
DR, ∗)
et celle des fibre´s vectoriels alge´briques munis de connexions inte´grables
sur X . En d’autres termes, le sche´ma en groupes π1((X,x)
DR, ∗) est le
dual de Tannaka de la cate´gorie des fibre´s plats sur X . De plus, pour une
telle repre´sentation V , la cohomologie du champ (X,x)DR a` valeurs dans V
s’identifie naturellement avec la cohomologie de de Rham alge´brique de X a`
valeurs dans la connexion correspondante.
H∗((X,x)DR, V ) ≃ H∗DR(X,V ).
• La correspondence de Riemann-Hilbert interpre´te´e de fac¸on ade´quate permet
de construire un isomorphisme naturel de champs pointe´s
ρRH : (X
top ⊗ C)sch ≃ (X,x)DR.
En d’autres termes, il existe un morphisme naturel de champs pointe´s
(X,x) −→ (X,x)DR,
que l’on pourrait appele´ application des pe´riodes, et qui induit par proprie´te´
universelle de la sche´matisation l’isomorphisme ρRH . Cette e´quivalence est
une ge´ne´ralisation de l’isomorphisme de comparaison bien connu entre coho-
mologie de de Rham et cohomologie de Betti au cas des types d’homotopie.
• A` X , on peut aussi associer le champ XDol, qui par de´finition est le champ
classifiant du X-sche´ma en groupes formel ˆTX, comple´te´ formel du fibre´
tangent (vu comme sche´ma en groupes sur X , voir [51]). On conside´re XDol
comme un champ pointe´ (en x ∈ X(C)), et donc comme un objet de la
cate´gorie Ho(SPr∗(C)). Comme pre´ce´demment, on de´finit un foncteur
Ho(THS/C) −→ Ens
F 7→ [XDol, F ]Ho(SPr∗(C)),
et l’on conside`re un sous-foncteur de´fini comme suit. A` un morphism de
champs pointe´s XDol −→ F , ou` F est un type d’homotopie sche´matique
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pointe´, on peut associer le morphism induit par composition avec la pro-
jection F −→ τ≤1F ≃ K(H, 1), ou` H = π1(F, ∗). Ce morphisme corre-
spond a` une classe d’isomorphisme de H-torseur sur le champ XDol, ou` de
manie`re e´quivalente a` un H-fibre´ principal de Higgs sur X (comme de´fini
dans [50]), que nous noterons P . Pour tout repre´sentation line´aire de dimen-
sion finie V de H , ce H-fibre´ principal de Higgs donne lieu a` un fibre´ de Higgs
P ×H V . Nous dirons alors que le morphisme XDol −→ F est semi-stable
de degre´ 0 si pour tout repre´sentation line´aire de dimension finie V le fibre´
de Higgs P ×H V est semi-stable et de degre´ 0 au sens de [50]. Si l’on note
par [XDol, F ]
ss,0
Ho(SPr∗(C))
le sous-ensemble de [XDol, F ]Ho(SPr∗(C)) forme´ des
morphismes semi-stables de degre´ 0 on obtient ainsi un foncteur
Ho(THS/C) −→ Set
F 7→ [XDol, F ]
ss,0
Ho(SPr∗(C))
.
Onmontre alors (par exemple a` l’aide des techniques de constructions de [31])
que ce foncteur est co-repre´sentable par un type d’homotopie sche´matique
pointe´ (X,x)Dol, et appele´ le type d’homotopie de Dolbeault de X .
• La correspondence fondamentale de la the´orie de Hodge non-abe´lienne, telle
qu’e´nonce´e dans [50, Lem. 2.2], permet de construire un isomorphisme na-
turel de champs pointe´s
ρHod : (X,x)
Dol ≃ (X,x)DR.
Il existe donc un diagramme d’isomorphismes naturels de champs pointe´s
(X,x)Dol
ρHod // (X,x)DR (Xtop ⊗ C)sch.
ρRHoo
Le groupe (discret) C× ope`re par homothe´ties sur le X-sche´ma en groupes
TX , et donc par fonctorialite´ sur le champ XDol. Ceci induit, a` travers
les isomorphismes ci-dessus une action de C× sur le champ (Xtop ⊗ C)sch.
Cette action n’est pas uniquement une action dans la cate´gorie homotopique
des champs pointe´s, mais existe de facc¸on naturelle en tant qu’objet de la
cate´gorie homotopique des pre´faisceaux simpliciaux pointe´s C×-e´quivariants
(voir [31] pour plus de de´tails). Cette action de C× sur (Xtop⊗C)sch est par
de´finition la de´composition de Hodge de (Xtop ⊗ C)sch. Cette terminologie
est justifie´e par le the´ore`me principal de [31] qui affirme que l’action de C×
permet de retrouver les structures de Hodge sur la cohomologie, l’homotopie
rationnelle et le groupe fondamental de X .
• Le champ (Xtop⊗C)sch, muni de sa de´composition de Hodge me semble un
invariant digne d’inte´reˆt. Par exemple, dans [31] on montre comment on peut
obtenir des exemples de types d’homotopie qui ne sont pas re´alisables par des
varie´te´s complexes lisses et projectives, et dont l’obstruction a` la re´alisabilite´
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se trouve dans des invariants d’homotopie supe´rieure (essentiellement l’action
du groupe fondamental sur les groupes d’homotopie). Une question qui reste
a` e´tudier est le proble`me de type Torelli, c’est a` dire la reconstruction de
certain type de varie´te´s alge´briques a` partir du champ (Xtop ⊗ C)sch muni
de sa de´composition de Hodge.
• Pour finir avec la the´orie de Hodge, signalons qu’il existe aussi une variante
de la construction pre´ce´dente, qui a` (X,x) associe un type d’homotopie de
Hodge XH. Il s’agit d’un type d’homotopie sche´matique pointe´ sur C, muni
d’un morphisme naturel
XH −→ K(Gm, 1).
La fibre homotopique de ce morphisme est note´e X
H
, et appele´ le type
d’homotopie de Hodge ge´ome´trique de X . Les syste`mes locaux sur X
H
cor-
respondent aux syste`mes locaux qui peuvent eˆtre munis d’une structure de
variation de structures de Hodge complexes polarizabes sur X . De plus la
cohomologie de X
H
a` coefficients dans un tel syste`me local s’identifie a` la
cohomologie de X a` valeurs dans la variation de structure de Hodge corre-
spondante. En particulier, pour un tel syte`me local, l’action de Gm induite
sur Hn(X
H
, L) correspond a` la de´composition de Hodge
Hn(X,L) ≃
⊕
p+q=n
Hp(X,L⊗ Ωq),
en ope´rant par poids q sur la composante Hp(X,L ⊗ Ωq). Il existe de plus,
un morphisme naturel de types d’homotopie sche´matiques
(X ⊗ C)sch −→ X
H
,
qui est C×-e´quivariant. D’une certain fac¸on, ce morphisme est le quotient
maximal de (X ⊗ C)sch sur lequel le groupe C× ope`re alge´briquement.
Il existe aussi des versions plus fines de XH correspondants aux variations
de structures de Hodge re´elles, voir rationnelles. Les types d’homotopie
sche´matiques sont alors de´finis sur R ou sur Q. Le groupe Gm est alors
remplace´ par le groupe de Tannaka de la cate´gorie des structures de Hodge
re´elles ou rationnelles. Les syste`mes locaux sur XH correspondent alors aux
variations de structures de Hodge (de´finies sur R ou Q) et sa cohomologie
calcule la cohomologie absolue au sens de A. Beilinson et P. Deligne. Il doit
aussi exister des versions Hodge mixtes de ces constructions, controlant les
variations de structures de Hodge mixtes et leur cohomologie (y compris
pour des varie´te´s ouvertes singulie`res).
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3.5.2 Type d’homotopie (iso-)cristallin
Dans [40], M. Olsson construit des analogues cristallins des constructions pre´sente´es
dans le paragraphe pre´ce´dent. Dans le court paragraphe ci-dessous je re´sume la sit-
uation. Il va sans dire que les re´sultats de ce paragraphe sont tous dus a` M. Olsson.
Dans [40], a` une varie´te´ lisse et projective X sur un corps alge´briquement
clos k de caracte´ristique p > 0, une sous-cate´gorie Tannakienne C de la cate´gorie
Isoc(X) des isocristaux sur X , et un point x ∈ X(k), M. Olsson associe un type
d’homotopie sche´matique pointe´ XC sur K = Frac(W (k)) (le corps des frac-
tions de l’anneau des vecteurs de Witt sur k). Ce type d’homotopie sche´matique
posse`de une cate´gorie des syste`mes locaux en K-espaces vectoriels de dimension
finie e´quivalente a` la cate´gorie C, et sa cohomologie a` coefficients dans un tel
syste`me local est naturellement isomorphe a` la cohomologie cristalline de X a` co-
efficients dans l’isocristal correspondant. Lorsque C = Isoc(X), le champ XC est
note´ (X,x)isoc, appele´ le type d’homotopie (iso-)cristallin de X , et est l’analogue
cristallin du type d’homotopie de de Rham pre´sente´ pre´cedemment. Un autre ex-
emple inte´ressant est celui ou` C est engendre´e, comme cate´gorie Tannakienne sur
K, par les isocristaux provenant de F -isocrystaux. Dans ce cas, le champ XC est
note´ (X,x)F−isoc et appele´ le type d’homotopie F -(iso-)cristallin de X .
Il existe un isomorphisme naturel F ∗((X,x)isoc) ≃ (X,x)isoc, ou` F ∗ de´signe
l’image re´ciproque par le Frobenius. Cet isomorphisme est l’analogue cristallin
de l’action de C× sur la sche´matisation d’une varie´te´ complexe pre´sente´e pre´-
ce´demment. Cependant, tout comme dans le cas complexe l’action de C× n’est
pas une action alge´brique, l’isomorphisme F ∗((X,x)isoc) ≃ (X,x)isoc ne peut pas
s’interpre´ter raisonablement comme une structure de F -isocristal sur le champ
(X,x)isoc.
En contre partie, le champ (X,x)F−isoc est lui muni d’une structure de F -
isocristal, et le morphisme (X,x)isoc −→ (X,x)F−isoc est l’analogue du morphisme
(X ⊗ C)sch −→ X
H
. On peut de´crire la structure de F -isocristal sur (X,x)F−isoc
a` l’aide de la notion de type d’homotopie sche´matique non-neutre2 de la fac¸on
suivante.
Notons HF la gerbe affine (sur Qp) dual de la cate´gorie Tannakienne des F -
isocristaux sur Spec k (voir par exemple [43, VI §4.3]). Comme k est alge´briquement
clos le lien de HF est un sche´ma en groupes diagonalisable dont le groupe des car-
acte`res est Q (ceci correspond a` la de´composition des F -isocristaux a` l’aide des
pentes). La structure de F -isocristal sur (X,x)F−isoc peut s’interpre´ter, a` travers
la correspondence entre F -isocristal sur Spec k et repre´sentations line´aires de HF ,
comme un type d’homotopie sche´matique (non-neutre car la gerbe HF elle meˆme
2Un type d’homotopie sche´matique (non-neutre) sur un corps k est un pre´faisceau simplicial
sur Aff/k, tel qu’il existe une extension de corps k ⊂ K, et un point ∗ ∈ F (K) faisant de F un
type d’homotopie sche´matique pointe´ sur K. Ils sont conside´re´s comme des champs sur k (i.e.
des objets de Ho(k)).
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est non-neutre) F 0 sur Qp muni d’une action de la gerbe HF . Ce champ HF -
e´quivariant s’inse´re dans une suite de fibrations de type d’homotopie sche´matiques
(non pointe´s)
F 0 −→ [F 0/HF ] −→ HF .
Le champ du milieu est relie´ de tre`s pre`s au type d’homotopie e´tale p-adique de X .
En effet, les syste`mes locaux deQp-espaces vectoriels de dimension fini sur [F 0/HF ]
correspondent aux F -isocrystaux sur X , et incluent donc les repre´sentations con-
tinues p-adiques de πet1 (X,x) de dimension finies. De plus, pour un syste`me local L
sur [F 0/HF ] associe´ a` une repre´sentation p-adique V , la cohomologie de [F 0/HF ]
a` valeurs dans L s’identifie avec la cohomologie e´tale p-adique de X a` valeurs dans
L. La relation pre´cise entre [F 0/HF ] et le type d’homotopie e´tale p-adique de X
peut aussi s’expliciter et l’on peut montrer que F 0 muni de son action de HF
de´termine celui-ci a e´quivalence pre`s (voir [40] pour plus de de´tails. D’une certaine
fac¸on, le type d’homotopie e´tale p-adique de X est la partie de pente 0 de F 0).
3.5.3 Type d’homotopie l-adique
Pour terminer je signale l’existence d’un type d’homotopie l-adique d’un sche´maX
sur lequel l est inversible. Il s’agit d’une construction pour laquelle il n’existe pas
de re´fe´rences de´taille´es (on trouvera tout de meˆme quelques lignes dans [58, 59]),
et je me contenterais donc de donner un bref apperc¸u des principales proprie´te´s.
S’il le de´sire, le lecteur pourra conside´rer que les lignes qui suivent de´crivent une
situation conjecturale.
On fixe un sche´ma X et x ∈ X(k) un point ge´ome´trique. On peut alors con-
struire un type d’homotopie sche´matique pointe´ sur Ql, (Xet ⊗ Ql)sch, appele´ le
type d’homotopie l-adique de X et jouissant des proprie´te´s suivantes. Les syste`mes
locaux de Ql-espaces vectoriels de dimension finie sur (Xet⊗Ql)sch sont en corre-
spondance avec les repre´sentations l-adiques continues de πet1 (X,x). De plus, pour
un tel syste`me local L, la cohomologie de (Xet ⊗ Ql)sch s’identifie naturellement
avec la cohomologie de X a` valeurs dans le syste`me local e´tale l-adique correspon-
dant. Le champ (Xet ⊗ Ql)sch est une version l-adique de la sche´matisation de
l’espace topologique sous-jacent a` une varie´te´ alge´brique complexe.
Conside`rons maintenant le cas ou` X est une varie´te´ sur un corps k, et soit
X = X×Spec kSpec k son extension a` la clotuˆre se´parable de k. Le groupe de Galois
H = Gal(k/k) ope`re par fonctorialite´ sur le champ non-pointe´ (X
et
⊗ Ql)sch.
Cette action n’est pas continue, de la meˆme fac¸on que l’action de C× donnant la
de´composition de Hodge de´crite pre´ce´demment n’est pas une action de Gm. On
peut cependant conside´rer un certain quotient (X
et
⊗ Ql)schar de (X
et
⊗ Ql)sch,
sur lequel H va ope`rer de fac¸on continue. Par de´finition, la cate´gorie des syste`mes
locaux sur (X
et
⊗ Ql)schar est la sous-cate´gorie Tannakienne des syste`mes locaux
l-adiques sur X engendre´ par ceux qui proviennent de syste`mes locaux l-adiques
sur X . De plus, pour L un tel syste`me local la cohomologie de (X
et
⊗ Ql)schar a`
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coefficients dans L s’identifie naturellement avec la cohomologie de X a` valeurs
dans le syste`me local l-adique correspondant.
Il existe une action naturelle de H = Gal(k/k) sur le type d’homotopie
sche´matique non-pointe´ (X
et
⊗ Ql)schar , et cette action est continue en un sens
ade´quat (e.g. on doit avoir que l’action de H induite sur les Ql-espaces vectoriels
(line´airement compacts) πi((X
et
⊗Ql)schar ) est continue pour la topologie l-adique).
Lorsque k est par exemple un corps de nombre, le champ H-e´quivariant (X
et
⊗
Ql)schar est un analogue arithme´tique du champ X
H
muni de sa de´composition de
Hodge, ou encore de (X,x)F−Isoc muni de sa structure de F -isocristal (voir §3.5.1
et §3.5.2).
Par fonctorialite´, un point rationnel x ∈ X(k) induit un point fixe homo-
topique de H sur (X
et
⊗Ql)schar , ou en d’autres termes un morphismes de champs
H-e´quivariants ∗ −→ (X
et
⊗ Ql)schar (on rappelle que l’ensemble simplicial des
points fixes homotopiques d’une action de H sur un champ F peut-eˆtre de´fini
comme RHomH(∗, F ), ou` RHomH fait re´fe´rence a` la cate´gorie de mode`les des
pre´faisceaux simplicial munis d’une action de H). On obtient donc une applica-
tion
NAJ : X(k) −→ π0(((X
et
⊗Ql)
sch
ar )
hH),
de l’ensemble des points k-rationnels de X vers l’ensemble des composantes con-
nexes des points fixes homotopiques de H . Cette application s’appelle l’application
d’Abel-Jacobi l-adique non-abe´lienne. On justifie cette terminologie en remarquant
qu’il existe un diagramme commutatif
X(k)
NAJ //

π0(((X
et
⊗Ql)sch)hHar )

CH0(X) γ
// H0(Xet,Ql),
ou` γ est le morphisme classe de cycle, et ou` le morphisme vertical de droite est in-
duit par le morphisme d’abe´lianisation de (X
et
⊗Ql)schar vers son type d’homologie.
Notons que le morphisme classe de cycles permet de construire les applications
d’Abel-Jacobi l-adiques supe´rieures (voir par exemple [27]), a` l’aide de la suite
spectrale de Leray-Serre (qui de´ge´nerre en E2 lorsque X est propre et lisse)
E2p,q = H
p
cont(H,Hq(Xet,Ql)⇒ Hq−p(Xet,Ql).
L’existence de cette application NAJ semble montrer que le champ (X
et
⊗
Ql)schar , muni de son action du groupe H , de´tient des informations inte´ressantes
sur les proprie´te´s arithme´tiques de X . Il serait par exemple inte´ressant de trouver
des conditions sur la varie´te´ X pour que l’application NAJ soit injective. On
aimerait aussi trouver des exemples de varie´te´s X avec deux points k-rationnels
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x et y, tel que NAJ(x) 6= NAJ(y) mais [x] = [y] dans le groupe de Chow des 0-
cycles CH0(X). Ceci impliquerait en particulier que l’application NAJ de´tecte des
informations strictement plus fines que les applications d’Abel-Jacobi supe´rieures.
Remarquons enfin que lorsque X est un courbe lisse projective de genre au
moins 2 sur une corps de nombre k, l’application NAJ est une version l-adique
de l’application de´ja` conside´re´e par A. Grothendieck dans son programme de
ge´ome´trie anabe´lienne, et qui a` un point k-rationnel de X associe un scindage
de la suite exacte fondamentale
1 // πet1 (X)
// πet1 (X) // H = Gal(k/k) // 1.
A. Grothendieck conjecture en particulier que cette dernie`re application est bijec-
tive. Il parrait donc raisonable d’essayer d’utiliser l’application NAJ afin de de-
tecter les points rationnels de varie´te´s arithme´tiques qui ne sont plus des K(π, 1)
(comme par exemple des sections hyperplanes de K(π, 1)). J’espe`re revenir sur ce
sujet dans un travail ulte´rieur.
4 Champs ∞-ge´ome´triques
Dans cette section on supposera que k est un corps. Cette hypothe`se n’est nulle-
ment ne´cessaire mais simplifie quelque peu les de´finitions.
Rappelons que pour un espace vectoriel V de dimension finie, on peut constru-
ire un champ alge´brique (au sens d’Artin) AlgV classifiant les alge`bres associatives
et unitaires dont l’espace vectoriel sous-jacent est isomorphe a` V . Rappelons aussi
qu’e´tant donne´ une k-alge`bre commutative A de dimension fini on peut construire
une varie´te´ projective GrassA dont les points classifient les chaines d’ide´aux
In →֒ In−1 . . . →֒ I0 = A.
Dans ce paragraphe nous allons construire des champs de modules analogues a`
AlgV et GrassA dans le cadre de l’alge`bre homotopique (i.e. lorsque V est un
complexe de k-vectoriel et A une dga commutative, et que l’on ne s’inte´resse aux
structures qu’a` quasi-isomorphismes pre`s). Nous montrerons en particulier com-
ment ces champs de modules sont recouverts par des champs affines pour en faire
des champs ∞-ge´ome´triques.
4.1 De´finition
On peut de´finir un champ alge´brique (au sens d’Artin, voir par exemple [35])
comme le champ quotient associe´ a` un groupoide affine et lisse (pre´cisemment ceci
ne donne que les champs alge´briques quasi-compact et a` diagonale affine, mais nous
nous suffirons de ceci). Dans ce paragraphe nous allons ge´ne´raliser la notion de
champ alge´brique en conside´rant des quotients associe´s a` des objets en groupoides
lisses (en un sens a` de´finir) dans la cate´gorie des champs affines.
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Pour commencer nous aurons besoin de certaines notions de finitude et de
lissite´ pour des morphismes entre champs affines.
Soit A ∈ k−Alg∆ une k-alge`bre co-simpliciale (appartenant a` V d’apre`s nos
conventions. On dispose de la cate´gorie A/k −Alg∆, des objets sous A, munie de
sa structure de cate´gorie de mode`les induite (fibrations, e´quivalences et cofibra-
tions teste´es dans k −Alg∆), et dont les objets seront appele´s des A-alge`bres. La
cate´gorie A/k −Alg∆ posse`de une structure simpliciale (pour laquelle le foncteur
d’oubli A/k −Alg∆ −→ k −Alg∆ pre´serve les exponentiations par des ensembles
simpliciaux) qui en fait une cate´gorie de mode`les simpliciale. On peut donc de´finir
des Hom’s simpliciaux de´rive´s qui seront note´s RHomA−Alg(−,−).
De´finition 4.1.1 • Soit A ∈ k − Alg∆ une k-alge`bre co-simpliciale et B ∈
A/k −Alg∆ une A-alge`bre. Nous dirons que B est de pre´sentation finie sur
A (ou encore que le morphism A → B est de pre´sentation finie) si pour
tout syste`me inductif filtrant de A-alge`bres {C}i∈I (ou` I ∈ V) le morphism
naturel
Colimi∈IRHomA−Alg(B,Ci) −→ RHomA−Alg(B,Colimi∈ICi)
est une e´quivalence.
• Un morphisme dans Ho(k − Alg∆) est de pre´sentation finie si l’on peut
le repre´senter dans k − Alg∆ (a` isomorphisme pre´s) par un morphisme de
pre´sentation finie au sens ci-dessus.
• Un morphisme de champs affines est de pre´sentation finie s’il correspond par
Cor. 2.2.3 a` un morphisme de pre´sentation finie dans Ho(k −Alg∆).
Remarques:
• On remarque aise´mment que si un morphisme de Ho(k −Alg∆) posse`de un
repre´sentant dans k − Alg∆ qui soit de pre´sentation finie alors il en est de
meˆme de tous ses repre´sentants. La notion de morphismes de pre´sentation
finie dans Ho(k −Alg∆) est donc raisonable.
• Par adjonction on voit imme´diatement qu’un morphisme de k-alge`bresA −→
B (non co-simpliciales) est de pre´sentation finie comme morphisme de k −
Alg∆ si et seulement si B est une A-alge`bre de pre´sentation finie au sens
usuel. La de´finition 4.1.1 est donc une ge´ne´ralisation de la notion usuelle.
Nous passons maintenant a` la notion de morphismes e´tales et de morphismes
lisses.
De´finition 4.1.2 Soit f : F −→ G un morphisme de champs affines.
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• Nous dirons que f est formellement e´tale si pour toute k-alge`breA ∈ k−Alg,
et I ⊂ A un ide´al de carre´ nul, le morphisme induit
F (A) −→ F (A/I)×hG(A/I) G(A)
est une e´quivalence.
• Nous dirons que f est e´tale s’il est formellement e´tale et de pre´sentation finie
• Nous dirons que f est un recouvrement e´tale s’il est e´tale et si de plus le
morphisme de faisceaux π0(F ) −→ π0(G) est un e´pimorphisme.
Remarque: La notion de morphisme e´tale de champs affines ge´ne´ralise la no-
tion usuelle pour les sche´mas affines. Cependant il est important de noter qu’il
existe des recouvrements e´tales de champs affines F −→ Spec k ou` F n’est pas
repre´sentable un sche´ma affine. En effet, on ve´rifie imme´diatement que lorsque
k = Fp le champ K(Z/p, 1) est un tel exemple.
Soit E un k-espace vectoriel co-simplicial. Nous dirons que E est parfait si
H∗(E) est de dimension finie sur k.
Rappelons que pour E un k-espace vectoriel co-simplicial on dispose de la k-
alge`bre co-simpliciale libre sur E note´e S∗(E). Un morphisme dans Ho(k−Alg∆)
sera dit parfait s’il est isomorphe a` un morphisme de la forme
A −→ A⊗k S
∗(E),
ou` E parfait. De part la proprie´te´ universelle satisfaite par S∗(E) on voit qu’un
morphisme parfait est toujours de pre´sentation fini au sens de Def. 4.1.1. Par le
plongement RSpec de Cor. 2.2.3 on e´tent la notion de morphismes parfaits au cas
des morphismes de champs affines.
De´finition 4.1.3 Un morphisme de champs affines f : F −→ G est lisse s’il est
de pre´sentation fini et s’il existe des champs affines F ′ et G′ et un diagramme
commutatif de champs
F ′
f ′

u // F
f

G′ v
// G,
ou` f ′ est un morphisme e´tale, u est un recouvrement e´tale, et v est un morphisme
parfait.
On ve´rifie que les morphismes lisses entre champs affines sont stables par com-
position et changements de bases (i.e. produits fibre´s homotopiques). On ve´rifie
aussi qu’un morphisme entre sche´mas affines est lisse au sens de la de´finition 4.1.3
96
si et seulement s’il est lisse au sens usuel.
Soit X• : ∆
op −→ SPr(k) un objet simplicial dans la cate´gorie des pre´faisc-
eaux simpliciaux. Pour tout entier n > 1 on dispose du n-e´me morphisme de Segal
(bien de´fini dans Ho(SPr(k)))
σn : Xn −→ X1 ×
h
X0 X1 · · · ×
h
X0 X1︸ ︷︷ ︸
n fois
,
induit par les n morphismes [1] −→ [n] dans ∆ qui envoient 0 et 1 sur i et i+ 1
(pour 0 ≤ i < n). De meˆme, on dispose du morphisme
i : X2 −→ X1 ×
h
X0 X1,
induit par les morphismes d1, d2 : [1] −→ [2], bien de´fini dansHo(SPr(k)). Lorsque
tous les morphismes σn et i sont des e´quivalences nous dirons que X• est un
groupoide de Segal dans SPr(k).
Nous arrivons enfin a` la de´finition des champs∞-ge´ome´triques. La de´finition
que nous donnons ici n’est pas la plus ge´ne´rale car elle n’englobe que le cas des
quotients de champs affines par des champs en groupoides affines et lisses. Quoiqu’il
en soit cette de´finition sera suffisante pour traiter les exemples qui nous inte´ressent
dans cet article. Rappelons que pour X• un objet simplicial de SPr(k), en d’autres
termes un pre´faisceau bi-simplicial, nous notons |X•| son pre´faisceau simplicial
diagonal. L’objet |X•| est naturellement isomorphe dans Ho(SPr(k)) a` la colimite
homotopique du diagramme simplicial n 7→ Xn.
De´finition 4.1.4 Un champ F est ∞-ge´ome´trique s’il est isomorphe a` un champ
de la forme |X•|, ou` X• est un groupoide de Segal dans SPr(k) qui satisfait aux
deux conditions suivantes.
• Les champs X0 et X1 sont des champs affines.
• Le morphisme d0 : X1 −→ X0 est un morphisme lisse de champs affines.
Il est imme´diat de ve´rifier les proprie´te´s suivantes.
• Tout champ affine est un champ ∞-ge´ome´trique.
• Un produits fibre´s homotopique de champs ∞-ge´ome´triques est un champ
∞-ge´ome´trique. En particulier les champs ∞-ge´ome´triques sont stables par
limites homotopiques finies.
• Un champ alge´brique au sens d’Artin (voir [35]) qui est quasi-compact et
dont la diagonale est un morphisme repre´sentable et affine est un champ
∞-ge´ome´trique.
97
• Tout champ tre´s pre´sentable au sens de Def. 3.2.5 est un champ ∞-ge´ome´-
trique.
La the´orie des champs ∞-ge´ome´triques peut e´videmment se poursuivre dans
les meˆmes directions que celles suivit par exemple dans [35, 53]. Nous ne le ferons
pas ici et nous renvoyons a` [62, 61] pour plus de de´tails sur une the´orie plus
ge´ne´rale.
4.2 Application
Dans ce paragraphe on pre´sente un exemple d’application de la notion de champs
∞-ge´ome´trique du paragraphe pre´ce´dent.
4.2.1 Le champ des structures multiplicatives
On fixe un complexe de k-espaces vectoriels E, a` cohomologie borne´e et de dimen-
sion finie. On cherche a` de´finir le champ classifiant les structures multiplicatives sur
E a` quasi-isomorphisme pre`s, ou en d’autres termes les k-alge`bres diffe´rentielles
gradue´es (associatives et unitaires par exemple) dont le complex sous-jacent est
quasi-isomorphe a` E.
Pour cela, on rappelle que pout toute anneau A (associatif, commutatif, uni-
taire), il existe une structure de cate´gorie de mode`les sur la cate´gorieA−DGA, des
A-alge`bres diffe´rentielles gradue´es (non borne´es). Les e´quivalences (resp. les fibra-
tions) pour cette structure sont les quasi-isomorphismes (resp. les e´pimorphismes).
L’existence de cette structure de mode`les est de´montre´e par exemple dans [45].
Pour toute k-alge`bre A ∈ k − Alg, on de´finit une cate´gorie Alg
E
(A) de la
fac¸on suivante. Ses objets sont les A-alge`bres diffe´rentielles gradue´es B ∈ A −
DGA, cofibrantes pour la structures de mode`les de´crite dans [45], et telles qu’il
existe un morphisme fide`lement plat A −→ A′ tel que les complexe de A′-modules
B⊗LAA
′ et E⊗LkA
′ soient quasi-isomorphes. Les morphismes dans Alg
E
(A) sont les
e´quivalences (i.e. les quasi-isomorphismes) de A-alge`bres diffe´rentielles gradue´es.
Pour un morphisme de k-alge`bres A → A′, on dispose d’un foncteur de
changement de base
Alg
E
(A) −→ Alg
E
(A′)
B 7→ B ⊗A A
′,
qui est bien de´fini car l’on s’est restreint aux A-alge`bres diffe´rentielles gradue´es
cofibrantes, et donc plates sur A (ainsi le foncteur ci-dessus pre´serve bien les
e´quivalences). Ceci de´finit un pseudo-foncteur
Alg
E
: k −Alg −→ Cat
A 7→ Alg
E
(A),
que l’on s’empresse de strictifier en un vrai foncteur par le proce´de´ standard (voir
par exemple [38, Thm. 3.4]).
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Finalement, on compose avec le foncteur associant a` toute cate´gorie son nerf
pour obtenir un pre´faisceau simplicial
BAlg
E
: k −Alg −→ SSet
A 7→ BAlg
E
(A),
et donc un objet de SPr(k). Il se trouve que BAlg
E
ainsi de´fini est un champ
au sens de Def. 1.1.3. La preuve de ce fait, qui semble cependant un re´sultat
folklorique, est longue et technique (elle suit la de´marche adopte´e dans [23] pour
de´montrer que le pre´champ des complexes est un champ) et nous ne la donnerons
pas. Le the´ore`me suivant donne un premier exemple non-trivial de champ ∞-
ge´ome´trique. Nous nous contenterons d’esquisser sa preuve qui sera reprise en
plus grande ge´ne´ralite´ dans [61].
The´ore`me 4.2.1 Le champ BAlg
E
est un champ ∞-ge´ome´trique.
Esquisse de preuve: Nous allons montrer que BAlg
E
est en re´alite´ le champ
quotient d’un champ affine par un champ en groupes affine et lisse.
On commence par de´finir un champ BModE de la fac¸on suivante. Pour toute
k-alge`bre A on de´finit une cate´gorie ModE(A), dont les objets sont les complexes
de A-modules plats qui sont localement, pour la topologie plate sur A, quasi-
isomorphes a` E⊗kA, et les morphismes sont les quasi-isomorphismes de complexes
de A-modules. Lorsque A varie dans k−Alg, ceci de´finit un pseudo-foncteur A 7→
ModE(A) de k −Alg vers Cat que l’on strictifie et a` qui l’on applique le foncteur
classifiant B : Cat −→ SSet. Ceci nous donne le champ cherche´ BModE .
Bien entendu, il existe un morphisme de champs BAlg
E
−→ BModE , qui
oubli la structure d’alge`bre diffe´rentielle gradue´e. De plus, par [14, 2.3] on voit que
le champ BModE est isomorphe a` K(H, 1), ou` H est le pre´faisceau en monoides
simpliciaux de´fini par
H : k −Alg −→ SMon
A 7→ AutC(A)(E ⊗k A),
ou` AutC(A)(E ⊗k A) de´signe le sous-ensemble simplicial du l’ensemble simplicial
des morphismes (”mapping spaces”) MapC(A)(E ⊗k A,E ⊗k A) de la cate´gorie
de mode`les des complexes (non borne´s) de A-modules (voir par exemple [19, 26]
pour la description de la structure de mode`les C(A) et la de´finition des mapping
spaces) forme´ des quasi-isomorphismes.
Lemme 4.2.2 Le champ H est affine et lisse.
Preuve: On commence par conside`rer le champ des endomorphismes de E
REnd(E) : k −Alg −→ SSet
A 7→ MapC(A)(E ⊗k A,E ⊗k A).
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Il est facile de voir que ce champ est isomorphe a` RSpec S∗(M), ou` M est le
k-module co-simplicial associe´ au complexe tronque´ τ≥0E⊗k E
∗ par la correspon-
dence de Dold-Puppe. Ainsi, le champ REnd(E) est affine.
On regarde maintenant le sous-pre´faisceau en monoides simpliciaux H de
REnd(E) forme´ des quasi-isomorphismes. Il existe un diagramme homotopique-
ment carte´sien de champs
H

// π0(H)

REnd(E) // π0(REnd(E)).
De plus, le faisceau en monoides π0(REnd(E)) est isomorphe au produit
∏
iMni ,
ou´Mni est le sche´ma affine des matrices care´es de rangs ni, et ni = dimH
i(E). De
me´me, π0(H) est le sous-faisceau des e´le´ments inversibles dans π0(REnd(E)), ou
en d’autres termes est isomorphe au produit
∏
iGlni . Le diagrame homotopique-
ment carte´sien pre´ce´dent montre donc que H s’e´crit comme un produit fibre´ homo-
topique de champs affines et de pre´sentation finie (sur Spec k) et donc est lui-meˆme
un champ affine et de pre´sentation finie.
Il nous reste a voir que H −→ Spec k est lisse au sens de la de´finition Def.
4.1.3. Or, nous avons vu que le morphisme REnd(E) −→ Spec k est un morphisme
parfait et donc lisse. Enfin, il est imme´diat de ve´rifier que le morphisme naturel
H = RAut(E) −→ REnd(E) est e´tale au sens de la de´finition Def. 4.1.2, et donc
lisse. Ceci montre que H est un champ affine lisse. 2
On vient donc de construire un morphisme de champs
BAlg
E
−→ K(H, 1),
ou` H est un pre´faisceau en monoides simpliciaux dont le champ sous-jacents est
affine et lisse. De plus, par de´finition le faisceau en monoides π0(H) est un faisceaux
en groupes (i.e. H est un H∞-champs au sens de Def. 1.4.2. On sait alors (voir par
exemple [57, Prop. 1.5]) que H est e´quivalent, en tant que pre´faisceau en monoides
simpliciaux, a` un pre´faisceau en groupes simpliciaux. On peut alors appliquer les
techniques de champs e´quivariants, de´veloppe´es dans [31], qui nous apprennent
que le champ BAlg
E
est le champ quotient [X/H ], ou` X est la fibre homotopique
du morphisme BAlg
E
−→ K(H, 1). Le champ quotient [X/H ] s’e´crit aussi de la
forme |X∗|, ou` X∗ est le groupoide classifiant de l’action de H sur X , de´fini par
la formule Xn := X ×H
n−1. Ainsi, le lemme 4.2.2 montre que pour de´montrer le
the´ore`me 4.2.1 il nous suffit de voir que X est un champ affine.
Lemme 4.2.3 Le champ X, fibre homotopique du morphisme
BAlg
E
−→ BModE
100
est un champ affine.
Preuve: Ce lemme est une conse´quence d’un des re´sultats principal de [42].
On rappelle qu’il existe une structure de cate´gorie de mode`les sur la cate´gorie
des ope´rades (unitaires) dans la cate´gorie monoidale C(k) des complexes k-espaces
vectoriels (voir par exemple [19]). Pour toute k-alge`bre A ∈ k−Alg on de´finit une
ope´rade End(E)A dans C(k) par la formule
End(E)A(n) := Homk(E
⊗kn, E ⊗k A),
ou` Homk de´signe les Hom internes de la cate´gorie des complexes de k-espaces
vectoriels. Pour un morphisme de k-alge`bres A −→ A′ on dispose d’un morphisme
d’ope´rades End(E)A −→ End(E)A′ , et ceci fait de A 7→ End(E)A un pre´faisceau
en ope´rades unitaires sur la cate´gorie Aff/k.
On de´finit alors un foncteur
RHom(ASS, End(E)) : k −Alg −→ SSet
A 7→ MapOp(k)(ASS , End(E)A),
ou` MapOp(k) de´signe les mapping spaces de la cate´gorie de mode`les des ope´rades
unitaires dans C(k) (voir par exemple [26, §5.2]), et ASS est l’ope´rade unitaire
finale (i.e. celle qui classifie les alge`bres associatives et unitaires). On obtient ainsi
un objet RHom(ASS , End(E)) ∈ Ho(SPr(k)). Le the´ore`me [42, Thm. 1.1.5] (ou
du moins sa version ou` la cate´gorie de mode`les MR est rempmlace´e par C(k))
nous dit que le champ X est isomorphe au champ RHom(ASS , End(E)). Il nous
reste donc a` montrer que le champ RHom(ASS , End(E)) est affine.
Pour cela, on e´crit ASS ≃ Hocolimn∈∆opOn, ou` chaque ope´rade On est une
ope´rade libre. Ainsi, on a une e´quivalence naturelle de champs
RHom(ASS, End(E)) ≃ Holimn∈∆RHom(On, End(E)),
ou` RHom(On, End(E)) est de´fini comme RHom(ASS , End(E)) en remplac¸ant
l’ope´rade ASS par On. Par la proposition Prop. 2.2.7 il nous faut donc montrer
que pour une ope´rade libre O le champ RHom(O, End(E)) est un champ affine.
Mais dire que O est libre signifie qu’il existe une famille de complexes Dn pour
n ≥ 1 et des e´quivalences fonctorielles en A
RHom(O, End(E))(A) ≃
∏
n
MapC(k)(E
⊗kn ⊗k Dn, E ⊗k A)
≃
∏
n
MapC(k)(E
⊗kn ⊗k E
∗ ⊗k Dn, A),
ou` MapC(k) sont les mapping spaces de la cate´gorie de mode`les des complexes
de k-espaces vectoriels. Ceci montre qu’il suffit de ve´rifier que pour un complexe
fixe´ C, le champ de´fini par A 7→ MapC(k)(C,A) est un champ affine. Mais il est
clair que ce champ est isomorphe a` RSpec S∗(M), ou` M est le k-espace vectoriel
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co-simplicial obtenu en appliquant la correspondence de Dold-Puppe au complexe
tronque´ τ≥0C. 2
En conclusion, BAlg
E
s’e´crit [X/H ], ou` X est un champ affine et H est un
champ en groupes affine et lisse qui ope`re sur X . Ceci montre que BAlg
E
est un
champ ∞-ge´ome´trique au sens de la de´finition 4.1.4. 2
Remarques:
• On pourrait aussi de´montrer un the´ore`me analogue au the´ore`me Thm. 4.2.1
pour le champs classifiants les sturctures multiplicatives associatives, uni-
taires et commutatives. Dans le cas ou` k n’est pas de carate´ristique nulle il
faut cependant utiliser la notion de E∞-alge`bres au lieu de celle d’alge`bres
diffe´rentielles gradue´es commutatives.
• Des espaces de modules formels de structures mutiplicatives avaient de´ja`
e´te´ construits dans [33, 20], et notre champ BAlg
E
en est une contre-partie
globale et tronque´e. La version non-tronque´e, ou encore de´rive´e du champ
BAlg
E
est de´finie et e´tudie´e dans [62] (voir aussi [61]).
4.2.2 Pe´riodes non-abe´liennes
On suppose maintenant que k = C. Pour une varie´te´ lisse projective complexe
X , on dispose de sa C-alge`bre diffe´rentielle gradue´e commutative de cohomologie
C∗(Xtop,C) ≃ C∗(X,Ω∗X). Elle est muni d’une filtration de Hodge
F iC∗(X,Ω∗X) := C
∗(X,Ω>iX ),
qui est une filtration par des ide´aux diffe´rentiels gradue´s. Dans cette section on se
propose d’e´tudier la variation de la filtration de Hodge sur C∗(Xtop,C) lorsque l’on
de´forme la varie´te´ X , et ce a` l’aide d’une application des pe´riodes non-abe´liennes.
L’approche que nous proposons dans ce paragraphe n’est qu’un premie`re approxi-
mation et ne tient pas compte de toute la structure (en particulier la transversalite´
de Griffiths est ne´glige´e), et demandera certainement a` eˆtre modifie´e et complete´e
dans un travail ulte´rieur.
On rappelle que pour toute C-alge`bre B ∈ C−Alg, il existe une structure de
cate´gorie de mode`les sur la cate´gorie B − CDGA+, des C-alge`bres diffe´rentielles
gradue´es commutatives concentre´es en degre´s positifs, ou` les e´quivalences sont les
quasi-isomorphismes et les fibrations sont les surjections (voir par exemple [4] ou
encore la preuve de Thm. 2.1.2). On fixe un objet A ∈ C−CDGA+ a` cohomologie
borne´e et de dimension finie. Nous allons de´finir un champ BFiltnA, classifiant les
filtrations de longueur n sur A.
Pour B ∈ C − Alg, on de´finit une cate´gorie FiltnA(B) de la fac¸on suivante.
Les objets de FiltnA(B) sont les diagrames dans B − CDGA+
A⊗C B = A
(n+1) // A(n) // . . . A(1) // A(0) = 0,
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ve´rifiant les deux conditions suivantes
• Pour tout entier i ≤ n, l’objet A(i) ∈ B − CDGA+ est cofibrant.
• Pour tout entier i le morphisme induit
H∗(A⊗C B) ≃ H
∗(A) ⊗C B −→ H
∗(A(i))
est un e´pimorphisme scinde´ de B-modules (en particulier, on voit que tous
les B-modules H∗(A(i)) sont projectifs et de type fini, et tous les morphismes
H∗(A(i)) −→ H∗(A(i−1)) sont des e´pimorphismes scinde´s de B-modules).
Les morphismes dans FiltnA(B) sont les diagrames commutatifs dans B −
CDGA+
A(n)

// A(n−1) //

. . . A(1)

##H
HH
HH
HH
HH
H
A⊗C B
99ssssssssss
%%J
JJ
JJ
JJ
JJ
0
(A′)(n) // (A′)(n−1) // . . . (A′)(1)
;;wwwwwwwwww
ou` les morphismes verticaux sont tous des quasi-isomorphismes.
Pour un morphisme de C-alge`bres B −→ B′ on dispose d’un foncteur de
changement de base FiltnA(B) −→ Filt
n
A(B
′), qui a` un objet
A⊗C B = A
(n+1) // A(n) // . . . A(1) // A(0) = 0,
associe l’objet
A⊗C B
′ = A(n+1) ⊗B B
′ // A(n) ⊗B B′ // . . . A(1) ⊗B B′ // 0.
Ceci de´finit un pseudo-foncteur B 7→ FiltnA(B), que l’on strictifie et au quel on
applique le foncteur classifiant pour obtenir un objet BFiltnA ∈ SPr(C).
La proposition suivante est une ge´ne´ralisation de l’existence des varie´te´s
Grassmaniennes. Nous ne la de´montrerons pas.
Proposition 4.2.4 Le pre´faisceau simplicial BFiltnA est un champ∞-ge´ome´trique.
Supposons maintenant que B soit une C-alge`bre locale Artinienne et p :
X −→ SpecB un morphisme projectif et lisse. Sur le site Zariski de X , on dispose
d’un diagrame de faisceaux de B − CDGA+
Ω∗
X/B
// Ω≤n−1
X/B
// Ω≤n−2
X/B
. . . // Ω≤0
X/B = OX ,
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ou` Ω∗
X/B est le complexe de de Rham (alge´brique) relatif du morphismes p. En
utilisant une structure de mode`les ade´quate sur la cate´gorie des faisceaux de B −
CDGA+ (voir par exemple [31]) on peut prendre l’image directe de´rive´e de ce
diagrame
Rp∗Ω∗
X/B
// Rp∗Ω
≤n−1
X/B
// Rp∗Ω
≤n−2
X/B
. . . // Rp∗OX ,
qui est un diagrame dans B − CDGA+.
En utilisant la connexion de Gauss-Manin on peut voir qu’il existe une
e´quivalence (non canonique) dans B − CDGA+
Rp∗Ω∗X/B ≃ C
∗(Xtop,C)⊗C B,
ou`X := X⊗BB/m est la fibre spe´ciale de p et C
∗(Xtop,C) son alge`bre diffe´rentielle
gradue´e de cohomologie. Ainsi, si l’on choisit une telle e´quivalence et si l’on pose
A = C∗(Xtop,C), on obtient un diagrame dans B − CDGA+
A⊗C B // Rp∗Ω
≤n−1
X/B
// Rp∗Ω
≤n−2
X/B
. . . // Rp∗OX .
Enfin, quitte a` prendre un remplacement cofibrant de ce diagrame, il est bien connu
que ceci de´finit un point dans BFiltnA(B). Ce point peut aussi se repre´senter par
un morphisme de champs
SpecB −→ BFiltnA,
qui est appele´ application des pe´riodes non abe´liennes de la famille X −→ SpecB.
Ce morphisme est bien de´fini a` un isomorphisme non canonique pre`s (qui de´pend
du choix de la trivialisation Rp∗Ω∗
X/B ≃ C
∗(Xtop,C)⊗C B).
Pour terminer, signalons que la construction pre´ce´dente posse`de aussi la ver-
sion globale suivante.
Soit p : X −→ S un morphisme projectif et lisse de C-sche´mas se´pare´s de
type fini. On suppose que S est connexe et on choisit un point ferme´ s ∈ S. On
pose A = C∗(Xtops ,C), la C-alge`bre diffe´rentielle gradue´e de cohomologie de la
fibre de p en s.
On dipose sur l’espace Stop d’un faisceau de C−CDGA+, Rp
top
∗ (C) (ptop est
le morphisme d’espaces topologique Xtop −→ Stop), qui est localement e´quivalent
au faisceau constant de fibre A. Il est donc classifie´ par un morphisme de monoides
simpliciaux (morphisme de monodromie)
ρ : G −→ RAutC−CDGA+(A),
ou` G est le groupe simplicial des lacets de Stop (i.e. un groupe simplicial tel que
BG soit e´quivalent au type d’homotopie de Stop). En d’autres termes le groupe
simplicial G ope`re sur A, et donc aussi sur le pre´faisceau simplicial BFiltnA. On
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peut donc former le champ quotient (i.e. le quotient homotopique par G) D :=
[BFiltnA/G]. Le champD, qui n’est plus∞-ge´ome´trique (mais seulement un champ
analytique ∞-ge´ome´trique, en un sens a` de´finir), peut eˆtre appele´ le domaine des
pe´riodes non-abe´liennes de la famille p.
On peut alors construire un morphisme de champs analytiques
P : San −→ Dan,
qui est une globalisation de l’application des pe´riodes de´finies ci-dessus. Pour cela
il nous faudrait parler du proce´de´ d’analytification de champs, et construire P en
recollant des applications des pe´riodes locales pour les quelles le faisceau Rptop∗ (C)
est e´quivalent au faisceau constant de fibre A. Nous ne le ferons pas dans cet article.
L’espoir est bien entendu que les applications des pe´riodes non-abe´liennes
detectent des variations que l’on ne peut de´tecter a` l’aide des variations de struc-
tures de Hodge sur la cohomologie ou meˆme sur les groupes d’homotopie. On pose
donc la question suivante.
Proble`me: Trouver un morphisme projectif et lisse X −→ S ou` S est simple-
ment connexe et ou` l’application des pe´riodes non-abe´liennes n’est pas constante.
Dans [54], C. Simpson construit un exemple de famille X −→ S, avec S
simplement connexe, et pour laquelle la variation sur le type d’homotopie de Dol-
beault de la fibre est infinite´simalement non triviale. Cet exemple fournit-il une
re´ponse positive a` la question pre´ce´dente ?
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A Le proble`me de la sche´matisation
Dans son manuscript [18], A. Grothendieck aborde un proble`me qu’il appelle
proble`me de la sche´matisation des types d’homotopie. Dans cet appendice je re´sume
ce que j’ai personellement compris de cette question. Il s’agit bien entendu d’un
point de vue personel et de ce fait subjectif.
Tout d’abord, pour tout sche´ma de base S (on supposera que S = Spec k
pour un anneau k), il doit exister un notion d’∞-champs en groupoides sur S
(appele´s par la suite simplement champs sur S, ou champs sur k). On demande
que les champs sur S soient des ge´ne´ralisations des faisceaux et des champs en
groupoides (au sens de [35]), par exemple sur le grand site fpqc de S.
Si l’on suit le point de vue de A. Grothendieck, les champs sur S doivent
former une ∞-cate´gorie. De fac¸on plus approximative on peut demander qu’il
existe des notions de morphismes de champs et d’e´quivalences de champs, qui
permettent alors de parler de la cate´gorie homotopique des champs sur S, note´e
Ho(S) (obtenue en inversant formellement les e´quivalences).
Enfin, on s’attend a` ce que les constructions standards sur les faisceaux (lim-
ites, colimites, Hom internes, images inverses et directes . . . ) s’e´tendent en des
constructions au niveaux des champs. Par exemple il doit exister une notion de
limites et colimites homotopique de champs sur S. Une manie`re efficace d’obtenir
l’existence de telles constructions est de demander de plus que les champs sur S
forment une cate´gorie de mode`les dont Ho(S) en est la cate´gorie homotopique.
Cependant, pour des raisons qui semblent personelles A. Grothendieck n’envisage
pas dans [18] d’utiliser la the´orie des cate´gories de mode`les.
La the´orie des pre´faisceaux simpliciaux de [30, 28] donne e´videmment un
exemple d’une telle the´orie des champs (voir [24] pour plus de de´tails sur la com-
paraison entre champs en groupoides et pre´faisceaux simpliciaux).
Supponsons maintenant que l’on dispose d’une the´orie des champs sur S
satisfaisant les attentes de´crites ci-dessus. En utilisant l’existences de colimites
homotopiques on peut de´finir une construction A 7→ BA, qui fait d’un champ en
groupes abe´liens A, un nouveau champ en groupes abe´liens BA dont le champ
des lacets est e´quivalents a` A. Par ite´rations on obtient des champs d’Eilenberg-
MacLane
K(Ga, n) := B(K(Ga, n− 1)) K(Ga, 0) := Ga,
ou` Ga est le faisceau en groupes additif sur S.
Les champs K(Ga, n) semblent d’un importance capitale aux yeux de Groth-
endieck, car il les conside`rent comme les exemples primitifs fondamentaux de
types d’homotopie sche´matiques, dont la de´finition est un des proble`me central
de [18]. Bien qu’il ne pre´cise jamais ce que doivent eˆtre ces types d’homotopie
sche´matiques, les champs K(Ga, n) en sont toujours des exemples. On peut aussi
de´duire des constructions propose´es dans [18] que les types d’homotopie sche´ma-
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tiques forment une sous-cate´gorie pleine de la cate´gorie des champs Ho(S) qui
est stable par limites homotopiques (ou encore de fac¸on plus restrictive on peut
demander la stabilite´ par produits fibre´s homotopiques uniquement, si l’on veut
se restreindre aux objets de type fini).
Nous dirons donc qu’une sous-cate´gorie pleine C deHo(S) est une cate´gorie de
types d’homotopie sche´matiques sur S, si elle est stable par limites homotopiques
et si elle contient les champs K(Ga, n).
On se donne maintenant une cate´gorie de types d’homotopie sche´matiques sur
S, C ⊂ Ho(S), au sens ci-dessus. L’existence d’une the´orie raisonable des colimites
homotopiques dans Ho(S) implique que la cate´gorie Ho(S) est enrichie dans la
cate´gorie homotopique des ensembles simpliciaux Ho(SSet). Ainsi, on peut de´finir
un foncteur des sections globales
RΓ : Ho(S) −→ Ho(SSet)
F 7→ Hom(∗, F ).
Par restriction on obtient un foncteur
RΓ : C −→ Ho(SSet).
On dira alors que la cate´gorie C ve´rifie les conditions du proble`me de la sche´ma-
tisation si le foncteur RΓ posse`de un adjoint a` gauche. Nous noterons cet adjoint
par
−⊗ k : Ho(SSet) −→ C.
Par adjonction on de´duit la formule de conservation de la cohomologie suiv-
ante, che`re a` A. Grothendieck
Hn(X, k) ≃ Hn(X ⊗ k,Ga) := [X ⊗ k,K(Ga, n)]Ho(S),
pour tout ensemble simplicial X .
Soit C ⊂ Ho(S) une cate´gorie de types d’homotopie sche´matiques ve´rifiant les
conditions du proble`me de la sche´matisation. On suppose de plus que S = Spec k
ou` k est un corps. On rappelle que l’on note
−⊗ k : Ho(SSet) −→ Ho(S)
l’adjoint a` gauche du foncteur RΓ. On peut alors e´noncer le proble`me de la
sche´matisation de la fac¸on suivante.
Proble`me de la sche´matisation: Soit k un corps de caracte´ristique nulle (resp.
de caracte´ristique positive p > 0). Trouver des cate´gories de types d’homotopie
sche´matiques C ⊂ Ho(Spec k) qui ve´rifient les conditions du proble`me de la sche´-
matisation au sens ci-dessus, et tel que le foncteur
−⊗ k : Ho(SSet) −→ C ⊂ Ho(Spec k)
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restreint aux types d’homotopie rationnels 1-connexes et de type fini (resp. aux
types d’homotopie p-complets 1-connexes et de type fini) soit pleinement fide`le.
Bien entendu, de part son e´nonce´ le proble`me de la sche´matisation posse`de
de nombreuses solutions, dont au moins une triviale lorsque C = Ho(S) (et k est
alge`briquement clos). Nous avons montre´ dans la paragraphe §2.3 et §2.5 que les
champs affines sur un corps k forment une cate´gorie C qui donne un solution au
proble`me pre´ce´dent.
Pour finir, signalons que l’on peut e´noncer des versions quelque peu mod-
ifie´es du proble`me pre´ce´dent, en conside´rant par exemples des champs pointe´s, ou
encore des champs connexes et/ou pointe´s . . . Nous laissons le soin au lecteur de
modifier les de´finitions pre´ce´dentes pour qu’elles soient adapte´es a` ces nouveaux
contextes. Nous avons montre´ dans le paragraphe §3.3 que les types d’homotopie
sche´matiques donnaient une solution au proble`me de la sche´matisation dans le cas
pointe´ et connexe.
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